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Abgabe am 19. Dezember 17

Die folgenden Aufgabe entwickelt Techniken, um mit Mobiustransformationen (auch
“gebrochen-lineare Funktionen”, “linear fractional transformations” genannt) zu arbeiten.
Als Hilfestellung konntest du auch zuerst das entsprechende Kapitel in einem Lehrbuch,
zum Beispiel Gamelin, I1.7, Ahlfors III.3 oder Salomon 1.1.4 durcharbeiten, um die
konkreten Aufgaben zu losen.
a b
=

aus Gly(C) ordnen wir die meromorphe Funktion

Aufgabe 1. Jeder Matrix

az+b
cz+d

om(z) =

zu. Diese Funktion kénnen wir als Endomorphismus C ] oo — C[] oo auffassen. Wir
nennen solche Abbildungen Mébius-Transformationen.

(i) Seien M, N € Gly(C). Zeige ¢pr 0 dn = ¢pn- Folgere daraus eine konkrete Formel
fiir ¢y}

(ii) Zeige, dass es flur paarweise verschiedene 21, 23, z3 aus C[J oo genau eine Mobi-
ustransformation ¢, ., ., mit ¢(z1) = 0, ¢(z2) = 1, ¢(23) = oo gibt. Gib eine
konkrete Formel fiir ¢., ., », an.

(iii) Fir paarweise verschiedene z1, 23, 23, z4 € C definieren wir das Doppelverhéltnis

DV(Zly 22, 23, Z4) = ¢22,Z37Z4 (Zl)

Zeige, dass
21 T k2R3 T 24

DV(Z17Z27Z3724) =
21 T R4 R3 — 22

(iv) Sei T eine Mobiustransformation. Zeige
DV (21, 29, 23, 24) = DV(T'(21),T(22), T(23),T(24))

(v) Seien wy, wq, ws, wy € C ebenfalls alle verschieden. Zeige, dass es genau dann eine
Mobiustransformation 7' mit T'(z;) = w; fiir i = 1,2, 3,4 gibt, wenn

DV(Zh 22, %3, Z4) = DV(U)l, Wa, W3, 'Z,U4)

(vi) Zeige, dass DV(z1, 29, 23, 24) € R genau dann, wenn alle z; auf einer Gerade oder
einem Kreis liegen.
Hinweis: Fasskreisbogen

(vii) Folgere, dass eine Mébiustransformation eine Gerade oder einen Kreis wieder auf
eine Gerade oder einen Kreis abbildet.



Aufgabe 2. Finde eine Mébiustransformation 7" mit 7'(—1) = —1, T(0) =4, T'(1) = 1.

Aufgabe 3. Gibt es eine Mobiustransformation 7" mit 7'(0) = —1, T'(i) = 0, T'(2i) = 5
und 7'(1) = 17

Aufgabe 4. Wir betrachten die Mobiustransformation

z+1
z—1

T(z) =

Bestimme die Bilder der Punktmengen
A ={Rez =0} B ={Im(z) = 0} C' ={Rez > 0} D ={|z| <1}
unter der Abbildung T.

Aufgabe 5. Bestimme Aut(C). (Hinweis: Aufgabe 5, letzte Serie)

Aufgabe 6. Berechne
0 2
/ cos®(x) .
0

(24 1)2
Aufgabe 7. Seien k,n € N mit 0 < k < n. Zeige, dass

) tQk T
/ 1+ ¢2n dt = . 2+ °
0 + 2n sin (7% )

Aufgabe 8. Sei H = {z € C: Imz > 0} die obere Halbebene.

(i) Zeige, dass jeder Automorphismus von C eine Mébiustransformation ist. (Hinweis:
Es gibt eine bihomolomorpher Abbildung zwischen H und einer Einheitskreisschei-
be).

(ii) Zeige, dass jeder solcher Automorphismus sogar als Mobiustransformation mit
reellen Koeffizienten geschrieben werden kann.

(iii) Zeige, dass

b
AutH = {Z?—> azt ca,b,e,d €R, ad — bc = 1}/:|:I: PSLy(R).
cz+d
* Aufgabe 9. Zeige fir n € N:
b oyr n
VI;IISIHZ = 2n71

Abgabe dienstags in der Ubungsstunde oder bis 15:00 in den Féchern im HG J 68.



