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SERIE 4

1. Aufgabe

Berechnen Sie folgende Limites von Integralen. Darf der Limes in das Integral gezogen werden?

(a)

lim
n→∞

∫ π

0

(1− sinx)ndx

(b)

lim
n→∞

∫ ∞
a

n

1 + nx2
dx

(c)

lim
n→∞

∫ 1

0

1 + nx2

(1 + x2)n
dx

(d)

lim
n→∞

∫ ∞
0

(1 +
x

n
)−ndx

(e)

lim
n→∞

∫ 1

0

nχ(0, 1n )(x)dx

(f)

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

1

n
χ[−n,n](x)dx

2. Aufgabe

Seien f, g : Rn → C Lebesgue integrierbar, α, β ∈ C. Zeigen Sie:

(a) ̂(αf + βg) = αf̂ + βĝ.

(b) f̂(α·)(k) = |α|−nf̂(k/α), falls α 6= 0.

(c) f̂y(k) = f̂(k)e−iky, fy(x) = f(x− y) und y ∈ Rn.

(d) fĝ, f̂g sind integrierbar und
∫
Rn f̂gdx =

∫
Rn fĝdx

(e) f̂(k) = ˆ̄f(−k)

(f) ∂̂jf(k) = ikj f̂(k) falls f ∈ C1
0 (Rn).

3. Aufgabe

Sei x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd und sei fd die Funktion

fd(x) =
1

d
(cos(2πx1) + cos(2πx2) + . . .+ cos(2πxd))

(a) Zeigen Sie: ∫
[− 1

2 ,
1
2 ]

d

1

1− fd(x)
dx

{
=∞ für d = 1, 2

<∞ für d ≥ 3

Hinweis: Betrachten Sie die Taylor-Entwicklung um den Punkt xi = 0, i = 1, . . . , d.
(b) Zeigen Sie, dass die Reihe

∞∑
n=0

∫
[− 1

2 ,
1
2 ]

d

fd(x)ndx

für d ≥ 3 konvergiert und für d ≤ 2 divergiert.
Hinweis: Betrachten Sie für 0 < ε < 1

∞∑
n=0

∫
[− 1

2 ,
1
2 ]

d

εnfd(x)ndx

den Limes ε→ 1. Wenden Sie den Satz von Beppo Levi über monotone Konvergenz an.
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4. Aufgabe

Seien g, h : R /LZ→ R reelwertige, integrierbare, L-periodische Funktionen. Zeigen Sie

(a)

|gn − hn| ≤
1

L

∫ L

0

|g(t)− h(t)|dt for all n,

(b)

|(sNg)(x)− (sNh)(x)| ≤ 2N + 1

L

∫ L

0

|g(t)− h(t)|dt for all N ≥ 0.

5. Aufgabe

Sei DN : R /Z→ R der Dirichlet-Kern

DN (t) =

N∑
n=−N

e2πint =

{
sin(π(2N+1)t)

sin(πt) , t ∈ R \Z
2N + 1, t ∈ Z

(a) Zeigen Sie, dass ∫ 1

0

|DN (t)|dt ≥ 4

π2
log(2(n+ 1))

(b) Sei hN (s) = sgnDN (s), wobei sgn(x) =


1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0

. Zeigen Sie

(i) hN ist konstant auf dem Intervall ( r
2(2N+1) ,

r+1
2(2N+1) ), r ∈ Z,

(ii) |hN (s)| ≤ 1 für alle s,
(iii) (sNhN )(0) ≥ 4

π2 log(2(N + 1)).
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