MMP I - HERBSTSEMESTER 2017 — PROF. DR. HORST KNORRER
SERIE 5

1. AUFGABE

(a) Berechnen Sie die Fourier-Transformation von

f(x) = sin(x) X[ -
(b) Berechnen Sie die Fourier-Transformation von

e ™ fallsx >0
) = {O, sonst.

(¢) Berechnen Sie die Fourier-Transformation von

f(x) = e 1" cos(z).

(d) Sei a > 0. Berechnen Sie die Fourier-Transformation von

Fag) {17 2l.ly] < a

0, sonst.
(e) Berechnen Sie die Fourier-Transformation von
1,0<z<y<1
flz,y) =
0, sonst.

(f) Berechnen Sie die Fourier-Transformation von

flay)=e v,

2. AUFGABE
(a) Seil <p<oo,tel0,1] und a,b > 0. Zeigen Sie
(ta+ (1 —t)b)P < ta? + (1 —t)bP.
(b) Sei 1 < p < co. Die LP-Norm einer Funktion f € LP(R) ist gegeben durch

o= ([ 1separ)’

Seien f,g € LP(R). Zeigen Sie, dass f,g € LP(R) und
If +gllp < 1f [l + [lgllp-
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3. AUFGABE

Das n-te Hermite-Polynom H,(z), n € N ist definiert durch

2 dv
Hy(2) = (—1)"e" e .
Zeigen Sie:
(a) die Entwicklung
(o ]
. 2xy— 2 _ Hn(l‘) n
o) o= o’ = 3 2k
n=0

(b) die Rekursionsformeln
(i) Hpq2(z) —20Hp41(z) +2(n+ 1)H,(x) =0
(ii) H) (z) —2nH,_1(z) =0
(i) H)(z) — 2zH] (z) 4+ 2nH,(z) =0
fir alle x € R,n € N.

4. AUFGABE

Sei C" der Vektorraum der n-dimensionalen, komplexen Spaltenvektoren v = (vg, v1,...,v,_1)7 mit
dem iiblichen Skalarprodukt (v, w) = Z;L;Ol VW5
Dann sind die /- und [*°*-Normen auf C" gegeben durch |v|s = 1/(v,v) und |v|oc = max]v;|.
J
Der charakteristische Vektor x(v) von v hat Eintrige
1, wenn v; #0
V); =
x(); { 0, wenn v; =0
und der Tréger von v ist die Menge supp(v) = {j : 0 < j < n|v; # 0} mit |supp(v)| Elementen.
Sei F[n] die komplexe Matrix mit Eintrdgen
1 omijk
Fln]j, = %GXP ( - T)

Dann ist & = F[n]v € C™ die diskrete Fouriertransformation von v. Die Komponenten

)

jkef0,...,n—1}.

2mijk
n

0; = nv-:inilv exp ( —
bj = (Fn]v); \/ﬁ’;k D (

sind die diskreten Fourierkoeffizienten von v.
(i) Berechnen Sie die diskreten Fouriertransformationen der folgenden Vektoren:
(a) ur =1 fur alle k
(b) wy =k fir alle k
(ii) (a) Zeigen Sie, dass F'[n| eine unitidre Matrix ist.
(b) Beweisen Sie die Plancherel-Identitét fiir die diskrete Fouriertransformation
[vf3 = 1013
(¢) Zeigen Sie, dass
[0 < Jvl3[supp(v)]
(d) Zeigen Sie, dass

1 n—1
[v]oe < —= D 1851x(8);
Vi 2
(e) Beweisen die Heisenbergsche Unschéarferelation fiir die diskrete Fouriertransformation

|supp(v)|[supp(0)| > n

Hinweis: Verwenden Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.



