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Lineare Algebra
Sei A€ C™". Dann heisst A € C ein Eigenwert (EW) von
A, falls ein Vektor x € C”, x # 0, existiert, so dass Ax = Ax.
x heisst dann Eigenvektor (EV) von A zum EW .
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Satz
A € C ist ein EW von A genau dann, wenn det(A — AI) = 0.

Beispiel
4 2 2
SeiA=|2 4 2. Dannist
2 2 4

4-)\ 2 2
det(A-AXD)=det[ 2 4—-Xx 2 | =—-(A-2)3(\-8)
2 24—

Die EW von A sind also A\; = Ay =2, A3 = 8.
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Definition
Das Polynom pa(\) := det(A — Al) heisst
charakteristisches Polynom von A.

Lineare Algebra

Eigenwertproblem

Sei
pa(A) = cp A"+ N L+ al+ .

Polynomdivision fiir beliebiges \; € C liefert:

pa(N) = BA(A — A1) + R (+)
wobei pa(\) ein Polynom vom Grad n —1 und R € C der
Divisionsrest ist.

Sei A1 nun eine Nullstelle von pa. Setze A = A1 in (x), dann
folgt
0= PA(/\l) = ﬁA()\l) -0+R=R

D.h. pa(A\) = Ba(A)(A — A1). Iteration ergibt:

pa(N) = (A = A1)(A = X2) ... (A = An)cn



Repetition
Definition
Die Anzahl der Linearfaktoren (A — Ax) in der Produkt-
darstellung von pp heisst algebraische Vielfachheit
(alg. Vf) von Ag.

Lineare Algebra

Eigenwertproblem



Repetition
Deﬁnition Lineare Algebra
Die Anzahl der Linearfaktoren (A — Ax) in der Produkt-
darstellung von pp heisst algebraische Vielfachheit
(alg. Vf) von Ag.

Eigenwertproblem

Beispiel

Sei pa(A) = —(A —2)?(\ — 8)%, so ist die alg. Vf des EW 2
gleich 2 und die alg. Vf des EW 8 ist gleich 1.
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Beispiel

Sei pa(A) = —(A —2)?(\ — 8)%, so ist die alg. Vf des EW 2
gleich 2 und die alg. Vf des EW 8 ist gleich 1.

Bemerkung: Ist a, die alg. Vf von Ak, so ist A also eine
Nullstelle der Ordnung ayx von pa. D.h. es gilt

0 = pal(hk) = Palhi) = ... = P V() und pH (Ae) # 0.



Repetition

Beobachtungen
Sei A€ C"™". Dann gilt:

» Es gibt mindestens einen EW von A.

Lineare Algebra

Eigenwertproblem

v

Es gibt hochstens n verschiedene EW von A.

v

Es gibt genau n EW von A, wenn man die EW mit ihrer
alg. Vf zahlt.

a1l — A a1 500 din
ani doo — A aon

pa(A) = det : - : =

v

ant an e A — A

=c A"+t N4+ ad+ o

Dann gilt
» ¢, =(-1)"
» cpo1=(—1)""Ya +an+ ...+ am)
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Ist A€ C™", so heisst aj1 + ax + ... + a,, die Spur (engl.
trace) von A. Notation: spur(A) oder trace(A).
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Ist A€ C™", so heisst aj1 + ax + ... + a,, die Spur (engl.
trace) von A. Notation: spur(A) oder trace(A).
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Definition
Die Menge aller EW von A heisst Spektrum von A.

Definition
Zwei Matrizen A, B € C™" heissen adhnlich, wenn fiir eine
regulire Matrix T € C™" gilt B = T~1AT.



Repetition

Satz

Lineare Algebra

> Ahn|IChe Matrizen haben Eigenwertproblem

das selbe charakteristische Polynom
die selben EW mit den selben alg. Vf
das selbe Spektrum

die selbe Determinante

die selbe Spur

» Ist B= T1AT und x ein EV von A zum EW ), so ist
y = T~x ein EV von B zum selben EW ).

v

vV vy vVvyy
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Lineare Algebra
Erinnerung: Ist A€ C"™" so ist {x € C" : Ax = 0} ein
Unterraum von C”. Er heisst Kern von A und wird mit
ker(A) bezeichnet.

Eigenvektoren
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Lineare Algebra
Erinnerung: Ist A€ C"™" so ist {x € C" : Ax = 0} ein
Unterraum von C”. Er heisst Kern von A und wird mit
ker(A) bezeichnet.

Somit: x # 0 ist ein EV von A zum EW A genau dann, wenn
x € ker(A — AI).
Satz

Die EV von A € C"™" zu einem EW X bilden einen
Unterraum von C".

Eigenvektoren

Definition

» Der Unterraum der EV von A zum EW X heisst
Eigenraum E, von A zum EW \. Also
E) = ker(A — AI).

» 1 <dim(Ey) < n heisst geometrische Vielfachheit
(geom. Vf) des EW A.



Repetition
Beispiel

Lineare Algebra

Sei wieder A =

Eigenvektoren

NN B
N BN

2
2 | mit den EW 2 und 8.
4

» Gauss fiir das LGS (A — 2I)x = 0 liefert sofort

x| X X3‘1

2 2 210
0 0 0O
0 0 0O

Wir lesen ab: Rang(A — 2I) = 1, wir haben zwei freie
Parameter in der Losung, und

Egzker(A—2H):{s 1 |+t| O :s,tE(C}

Die geom. Vf des EW 2 ist somit gleich 2.



Repetition
Fortsetzung

Lineare Algebra

» Gauss fiir das LGS (A — 8I)x = 0 liefert sofort

X1 X% X ‘ 1 Eigenvektoren
-4 2 2|0
0 -3 3 |0
0 0 0O

Wir lesen ab: Rang(A — 8I) = 2, wir haben einen freien
Parameter in der Losung, und

1
Egzker(A—SJI):{s i :se(C}

Die geom. Vf des EW 8 ist somit gleich 1.
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Satz

geom. Vf des EW A\ =

n — Rang(A — Al) =

Anzahl freie Parameter in der allgemeinen Losung des
homogenen LGS (A — Al)x = 0.
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Satz

geom. Vf des EW A\ =

n — Rang(A — AI) =

Anzahl freie Parameter in der allgemeinen Losung des
homogenen LGS (A — Al)x = 0.

Lineare Algebra

Eigenvektoren

Beispiel
1 00
Fir A = ( 1 2 0> ist pa(A) = —(A —1)(A —2)2. Es gilt
-3 5 2
0 0 O
> A—1H:<1 1 O) und man liest ab
-3 5 1

6= {e(1) sec]

D.h. die geom. Vf des EW 1 ist 1.



Fortsetzung

-3 5 0

() <c)

D.h. die geom. Vf des EW 2 ist 1.

-1 0 0
» A—2[=| 1 0 0| und man liest ab

Repetition

Lineare Algebra

Eigenvektoren



Fortsetzung

-1 0 O
» A—2[=| 1 0 0| und man liest ab
-3 5 0

() <c)

D.h. die geom. Vf des EW 2 ist 1.

Satz
Sei A ein EW von A € C™". Dann gilt

1 < geom. Vfvon A <alg. Vfvon A < n.

Repetition

Lineare Algebra

Eigenvektoren



Repetition

SatZ Lineare Algebra
Seien A1, ..., Ak paarweise verschiedene EW von A und

X100 xk.dazu gehorige EV. Dann sind xg, ..., xx linear Eigenvektoren
unabhangig.

Beweis fiir kK = 2: Sei
g1x1 + gax2 = 0.
Dann folgt

0 = (A= MD)(g1xa + gx2) =
= g1 (A — )\1]1)X1 —1—CI2(A — )\1H)X2 =
=0
= g —A)x
——
#0

Also g» = 0, und dann auch g; = 0. O
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