Lineare Differentialgleichungen Repetition

Lineare Algebra

Homogene lineare Differentialgleichung Lineae Differen-
1- Ordnung mit konstantem Koefﬁzient tialgleichungen

y' =ay (a€R, konstant)

hat die allgemeine Losung
y(x)=Ce™, CeR

Durch Angabe einer Anfangsbedingung y(0) = y, wird C
festgelegt: Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y'=ay, y(0)=y

lautet
y(x) = ey



Lineare Differentialgleichungen Repetition

Lineare Algebra

Homogene lineare Differentialgleichung Lineae Differen-
1- Ordnung mit konstantem Koefﬁzient tialgleichungen

y' =ay (a€R, konstant)

hat die allgemeine Losung
y(x)=Ce™, CeR

Durch Angabe einer Anfangsbedingung y(0) = y, wird C
festgelegt: Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y'=ay, y(0)=yx

lautet
y(x) = ey

Bemerkung: Die Losungsmenge
{ye C'R):y' = ay} = {y(x) = Ce*: Ce R}

ist ein 1-dimensionaler UR von Cl(]R).



Homogene Syteme linearer Differentialgleichungen
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y1 = auyi+awy,+...+ anys

y,/, = anpy1r +amys+ ...+ annyn

kann kompakt geschrieben werden als Y/ = AY’, wobei

3! a1 a2 ... aip
Y = S, A=
Yn dpl dn2 ... dnn
Anfangsbedingung: Y (0) = Y € R".

Losung: Y(x) = e™VY,.

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen



Homogene Syteme linearer Differentialgleichungen
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

yy  =auyi+anys+ ...+ anys

y,/, = anpy1r +amys+ ...+ annyn

kann kompakt geschrieben werden als Y/ = AY’, wobei

n da11 di2 ... din
A =

Yn dpl dn2 ... dnn
Anfangsbedingung: Y (0) = Y € R".
Losung: Y(x) = e™VY,.

Y =

)

Bemerkung: Die Losungsmenge
{Y:R=R": Y =AY} ={Y(x) = ™Yy : Yo € R"}

ist ein n-dimensionaler UR von C!(R,R"). Er wird aufgespannt

von den Spalten von e,

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen



Geometrische/physikalische Interpretation: In jedem Punkt Repetition

Y € R" ist AY ein Vektor, Y — AY ist also ein Vektorfeld (man Lineare Algebra
kann sich darunter eine Stromung vorstellen). Eine Ldsung o
x +— Y(x) von Y’ = AY ist also eine Kurve, die in jedem Punkt dialgleichungen

tangential an das Vektorfeld ist. Interpretiert man x als Zeit, so ist
die Geschwindigkeit Y’(x) entlang der Kurve in jedem Punkt Y
der vorgegebene Vektor AY. Ein Teilchen, welches zur Zeit x =0
am Ort Y, in die Stromung geworfen wird, befindet sich dann zur
Zeit x am Ort Y(x).

Y2




Repetition

Bemerkung: Ist A diagonalisierbar, d.h.
T AT = diag(A1, ..., \n) =: D fiir eine regulire Matrix T, Lineare Algebra
SO f0|gt Lineare Differen-

tialgleichungen

Y (x) = e™Yy = Tdiag(eM™,...,eM) Ty,



Repetition

Bemerkung: Ist A diagonalisierbar, d.h.
T AT = diag(A1, ..., \n) =: D fiir eine regulire Matrix T, Lineare Algebra
SO f0|gt Lineare Differen-

tialgleichungen

Y (x) = e™Yy = Tdiag(eM™,...,eM) Ty,

Alternatives Vorgehen fiir Y' = AY, Y(0) = Yo
Sei wieder T"1AT = D wie oben.

Substitution: Y = TZ. Dann folgt Z' = DZ, also
z;(x) = cie’*. Dies ergibt folgendes Losungsschema:

Allgemeine Lésung: Y(x) = TZ(x), wobei

Z(x) = diag(eMx, ..., e*>)C fiir C € R".
Anfangsbedingung: Wahle C als Losung des LGS
Yo = TC, dann gilt Y(0) = Yb.



Repetition

Belsplel Lineare Algebra
yvi = vn+3» y1(0) =0 (%) LG
s =21 +2y y2(0) =5



Repetition

Beispiel

Lineare Algebra

Lineare Differen-

.y]/_ =N + 3}’2 }/1(0) = O } (*) tialgleichungen
s =2n+2y y2(0) =5

. . 1 3
Die Matrix lautet A = (2 2).



Repetition

Beispiel

Lineare Algebra

yvi = vn+3» y1(0) =0 (+) ;Eéiﬂf;:m
Yo =2y1+2y ¥2(0) =5

Die Matrix lautet A = ; Die EW sind A\ =4, )\, =

)
weswevn=()o- (3)



Repetition

Beispiel

Lineare Algebra

yvi = vn+3» y1(0) =0 (%) LG
Yo =2y1+2y ¥2(0) =5

Die Matrix lautet A = ; . Die EW sind A\ =4, )\, =

3
2
. 1 3
unddleEVx1:<) ( ).Also T:(l 2) und

T—1AT = diag(4, -1).



Repetition
Beispiel

Lineare Algebra

yvi = vn+3» y1(0) =0 (%) LG
Yo =2y1+2y ¥2(0) =5

Die Matrix lautet A = ; . Die EW sind A\ =4, )\, =

3
2
. 1 3
und die EV x; = < ) ( ) Also T = (1 2) und

-1 _ cre™
AT = diag(4, —1). Somit Z(x) = e

Y(x)=TZ(x) = (cle o gzzx) (allgemeine Ldsung).

und

—X



Repetition

Beispiel

Lineare Algebra

yvi = vn+3» y1(0) =0 (%) LG
Yo =2y1+2y ¥2(0) =5

Die Matrix lautet A = ; . Die EW sind A\ =4, )\, =

3
2
. 1 3
und die EV x; = < ) ( ) Also T = (1 2) und

T—1AT = diag(4, —1). Somit Z(x) = Ccls,x und
2
e + 3ce™>

DY X) (allgemeine Losung).
2

Y(x)=TZ(x) = (Cle

C 5
Losung des Anfangswertproblems ()

3eM —3ex
Y(X) = (3e4x + 2e—x)

T (C1> = (O) hat die Losung ¢; = 3, c; = —1. Somit lautet die



Repetition

Lineares homogenes System 2. Ordnung:
Gekoppelte Pendel

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen

my

Fiir kleine Auslenkungen (sin ¢ &~ ¢) erhalt man

milgyr = —miger + fl(p2 — 1)
mplpy = —magpr — fl(p2 — 1)



Repetition
Gekoppelte Pendel (Fortsetzung) i

Lineare Algebra

F[jr / = g = m]_ = m2 = f = 1 Und q) = <801> |5SSt SiCh Lineare Differen-
(,02 tialgleichungen
. . o . -2 1 .
dies schreiben als ® = A® mit A = 1 o) Fir

T = <_11 1) gilt T"YAT = diag(—3,-1) =: D.



Repetition

Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Lineare Algebra

F[jr / = g = m]_ = m2 = f = 1 Und q> = <¢1> |5SSt SiCh Lineare Differen-
802 tialgleichungen
. . o . -2 1 .
dies schreiben als ® = A® mit A = 1 o) Fur

T = <_11 i) gilt T"1AT = diag(—3,-1) =: D.

Substitution: ® = TV. Dann folgt ¥ = DV, d.h.
1 = =31, Y = —hp. Die Losung hiervon lautet

Y1(t) = c1cos(V3t) + ¢ sin(v/3t)
Yo(t) = c3cos(t) + casin(t)



Repetition

Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Lineare Algebra

F[jr / = g = m]_ = m2 = f = 1 Und q> = <zl> |5SSt SiCh Lineare Differen-
2

tialgleichungen

dies schreiben als ® = A® mit A = <_12 _12> Fur

T = <_11 i) gilt T"1AT = diag(—3,-1) =: D.

Substitution: ® = TV. Dann folgt ¥ = DV, d.h.
1 = =31, Y = —hp. Die Losung hiervon lautet

Y1(t) = c1cos(V3t) + ¢ sin(v/3t)

o(t) = c3cos(t) + cgsin(t)

Allgemeine Losung: ®(t) = TV(t) = ( C::E%?)

a (Canicsn) = (cafy) = (anie)



Repetition

Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Lineare Algebra

F[jr / = g = m]_ = m2 = f = 1 Und q> = <zl> |5SSt SiCh Lineare Differen-
2

tialgleichungen

dies schreiben als ® = A® mit A = <_12 _12> Fur

T = <_11 i) gilt T"1AT = diag(—3,-1) =: D.

Substitution: ® = TV. Dann folgt ¥ = DV, d.h.
1 = =31, Y = —hp. Die Losung hiervon lautet

Y1(t) = c1cos(V3t) + ¢ sin(v/3t)

o(t) = c3cos(t) + cgsin(t)
Aligemeine Losung: ®(t) = ( cos(v/3t)
gemeine Losung: &(t) = TV(t) = cos(v/31)

(i) = (cafy) = (anie)

Dies ist ein 4-dimensionaler Losungsraum.



Repetition

Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Lineare Algebra

Anfangsbedingungen: Sei $(0) = (8) (0) = (g) (e B

tialgleichungen



Repetition

Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Anfangsbedingungen: Sei $(0) = (8) (0) = <g) (e B

tialgleichungen

Lineare Algebra

Aus ®(0) = TV(0) =T (?) folgt 1 = ¢z = 0.
3



Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Anfangsbedingungen: Sei $(0) = (8) q';(o) — (g)

Aus ®(0) = TW(0) =T <?> folgt 1 = ¢z = 0.
3

4

Aus ®(0) = TW(0)=T (\CQ) folgt dann ¢, = 2, ¢4 = 1.

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen



Repetition

Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Anfangsbedingungen: Sei $(0) = (8) (0) = (g) (e B

tialgleichungen

Lineare Algebra

Aus ®(0) = TW(0) =T <?> folgt 1 = ¢z = 0.
3

C4—1

. e B \/§C2
Aus ©(0) = TV(0)=T ( & folgt dann ¢, = \/3,

Losung des Anfangswertproblems:

o= (L) + ()



Repetition

Gekoppelte Pendel (Fortsetzung)

Anfangsbedingungen: Sei $(0) = (8) (0) = (g) (e B
tialgleichungen

Lineare Algebra

Aus ®(0) = TW(0) =T <?> folgt 1 = ¢z = 0.
3

Aus (0) = TW(0)=T (\/EQ) folgt dann ¢ = =, ¢ = 1.
Ca 3

Losung des Anfangswertproblems:
_ 1 [—sin(v3t) sin(t)
(t) = V3 < sin(v/3t) ) * (sin(t))

Bemerkung: Fiir beliebiges f,/, my = my = m und

Anfangsbedingung ¢(0) = <S) ,d(0) = (8) erhalt man auf die

gleiche Weise mit w := /&, a:= /L die Losung

o) = 2 cos(wt) + cos(Vw? + 202 t)
(1) = 2 (cos(wt) — cos(Vw? + 202 t))



Repetition

Fiir & < w ist dies die Uberlagerung zweier Schwingungen
fast gleicher Frequenz und es ergibt sich eine Schwebung:
Durch ein Additionstheorem und mit Q:= %(w + Vw2 +202%)  Lineare Differen-
lasst sich die Losung so umformen: delgleichungen

Lineare Algebra

2

o(t) = a (cos(%%) cos(Qt))

~+

sin( % ) sin(Q2t)

N



Fiir & < w ist dies die Uberlagerung zweier Schwingungen
fast gleicher Frequenz und es ergibt sich eine Schwebung:
Durch ein Additionstheorem und mit Q:=(w + Vw2 + 2a2)
lasst sich die Losung so umformen:




Repetition
Video: gekoppelte Pendel Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen

Video works only with Adobe Reader.
Set security options to allow animation.

[Slow|Normal|[Fast| Play /Pause|[Stop|

Audio: Schwebung
Uberlagerung der Frequenzen 440Hz (Kammerton al) und 441Hz

IPlay /Pause|[Stop|




gekoppeltePendel.mp4
Media File (video/mp4)


schwebung.mp4
Media File (video/mp4)
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