Repetition

Homogene lineare Differentialgleichungen
hoherer Ordnung

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen

Riickfiihrung auf ein System 1. Ordnung

Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

v = agy +ary' + ay” +...+ap_1y" Y (%)
wird durch die Substitution
Yo ==y,
no=1Y,
y2 =
Yoo =y

zu einem homogenen linearen System 1. Ordnung: Da namlich
Yie = Ykt1 fur k=0,...,n—2 und
Vo1 = vy = agyp + a1y + ... + ap_1y,—1 hat man

!

Yo 0 1 0 O ... O Yo

1 0O 0 1 0 ... O V1
(=1 :1=|: 5

yl‘l—2 0 0 0 ... 1 yn_2

Yn—1 a 41 a2 ... apn—1 Yn—1



Repetition

Bemerkung:
. . . . . . . Lineare Algebra
» Diese Substitution funktioniert auch bei nicht
konstanten Koeffizienten aj(x) und bei inhomogenen Lo Bl
. ialgleichungen
Gleichungen.

» Auf die gleiche Weise kdnnen auch Systeme linearer
Gleichungen hoherer Ordnung in ein System 1. Ordnung
verwandelt werden.

Beispiel

Die Gleichung des harmonischen Oszillators

wird durch yg :=y, y1 := y’ zum aquivalenten System

1. Ordnung
/
o) —( 0, 1) (x
%1 —w® 0)\»n



Repetition

Inhomogene lineare Systeme

Lineare Algebra

Gegeben: Stetige Funktionen Linesre Differen.

tialgleichungen
B : Ja,b[— R"
A : Ja, b[— R™"
D.h. die Koeffizienten des Vektors B und der Matrix A
hangen stetig von x ab.

Gesucht: Die Losungen Y :]a, b[— R" des inhomogenen

Systems
Y' =AY + B H

Fir B = 0 erhalt man das zugehorige homogene System

Y = AY (H)



Repetition

Satz Lineare Algebra
> Vxp €]a, b[,VC € R" gilt: Es existiert eine eindeutige Lineare Differen-
0o - tialgleichungen
Losung Y von (I) mit Y(xo) = C. S

» Sy:={Y: Y lost (H)} ist ein n-dimensionaler VR.
> Sei ¢ eine beliebige Losung von (I). Dann gilt:
Sp:={Y: Ylost ()} = ¢+ Sy. D.h.
Die allgemeine Lésung von (1) ist eine partikuldre
Lésung von (1) plus die allgemeine Lésung von (H).

Korollar

Sei Sy wie oben und ¢; € Sy. Dann sind aquivalent:
> (41,...,¢n) ist eine Basis von Sy
» Vx €]a, b[ gilt: (¢1(x),...,@n(x)) ist eine Basis von R”
» Ix €]a, b[ mit: (¢1(x), ..., Pn(x)) ist eine Basis von R”



Repetition

Korollar

Lineare Algebra
Ist Y eine komplexe Lsung von (H), so sind Re(Y) und Im(Y)
reelle Lésungen von (H).

Lineare Differen-
tialgleichungen

Achtung: Dies gilt nur wenn A(x) eine reelle Matrixfunktion ist.

Beispiel: Harmonischer Oszillator

p1(x) = e~ /wx <L) Ba(x) = e~ <W’> sind Losungen von
0 1
Y = (—w2 0) Y (*)

$1(0) = (OIJ) und ¢»(0) = (;I) sind linear unabhangig (fiir

w # 0), also ist (¢1, ¢2) eine Basis des Losungsraums von ().
Dasselbe gilt fiir den Real- und den Imaginarteil:

Re(¢1) = ( sin(wx) )7 Im(¢1) = ( cos(wx) )

w cos(wx) —w sin(wx)

(¢1 und ¢ entstehen aus A einfach durch e®"XEV - warum?)



Repetition

Lineare inhomogene Differentialgleichung
n-ter Ordnung mit variablen Koeffizienten

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen

Wir betrachten nun eine inhomogene lineare
Differentialgleichung n-ter Ordnung

v =ay+ay +.. 4 a1y 4 (i)
und die entsprechende homogene Gleichung (mit f = 0)
y(W = agy + a1y’ + ... +a, 1y Y (h)
Die Koeffizienten a; und f sind stetige Fuktionen auf |a, b,
d.h. a; = a;(x) und f = f(x). Wir kdnnen nun (i) und (h) in

je ein System 1. Ordnung verwandeln, und den obigen Satz
fiir solche Systeme anwenden. Man erhalt:



Repetition
Satz

Lineare Algebra
> Vxo €]a, b, Vo, ci1, ..., cn1 € R gilt: Es existiert eine T—
eindeutige Losung y :]a, b — R von (i) mit felgleichungen
y(Xo) = Co,y/(Xo) =C1y... 7y(nfl)(Xo) = Cp—1-

» Sp:={y: ylost (h)} ist ein n-dimensionaler VR.

> Sei ¢ eine beliebige Losung von (i). Dann gilt:
Si={y: ylost (i)} = ¢+ Sp.

» Sind ¢1,...,0, € Sp, so sind aquivalent:

(a) (41,-..,¢n) ist eine Basis von Sy,
(b) Vx €]a, b ist die Wronski-Determinante

@1 ¢ ... ¢
o ¢y .. :
W(x) :=det | &1 T eac mol#0
.n.—.l n—1 n—1
() gm0 g

(c) 3x €]a, b[ so dass W(x) # 0.
» Satz von Abel: W/(x) = a,_1(x)W(x).



Beweis: Satz von Abel Repetition
1. Schritt: Ableitung einer Determinante. Hangen die iveee At
Koeffizienten aj(t) der Matrix A von t ab, so gilt

Lineare Differen-
tialgleichungen

ajr(t)  ana(t) ... a1n(t)
9 ger | 20() an(t) ... an(t)
dt L. o

an(t)  am(t) ... anmn(t)

a{l(t) ab(t) R ain(t) aj(t)  app(t) ... ain(t)

et | (D) an(t) . aa() | g ay(t)  ahy(t) ... ah(t) .

am(®)  an2(t) o am(?) am(®)  an2(t) o am()

aj1(t)  aa(t) ... a1a(t)

G gdet |2 () o a2()

i) aAp(®) . a()

Begriindung: Der Beweis erfolgt wie bei der Produktregel:

d
L (ROB() (1) =

= ()h(t) - fu(t) + AL (L) - fu(t)+
+ ..+ A(t)R(L) - (1)

Die Determinante ist eine lineare Funktion in den Zeilen.



2. Schritt: Ableitung der Wronski-Determinante

b1 b2
J #1 b5
W' (t) = — det #7 ®y

¢5n—1) ¢(2n71)

(7 L7 (7

3] Pg e Pp

1 I

T Y/
¢(1n71) d)gn—l) L ¢£1n—1)

bn
én
A
oY
1 P2
L1 N
o3 [o23
+det | o ®y

¢(1n71) ¢(2n71)

o1 b2
A

+ ... 4det | o By

é(ln) é(zn)

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen

bn

N
n

n |+

ol



2. Schritt: Ableitung der Wronski-Determinante

b1 b2 e Pn
., @1 ®% . @
W (t) = — det o7’ E2Y - oy | =
¢5n—1) ¢(2n71) ¢£|n71)
#1 @5 o b, #1 ¢2 @n
@1 [ S @ o o ¢
=det | ¢7 *5 S é) +det | o7 ®y &
¢(1n71) ¢gn71) R G ¢(1n71) ¢(2n71) =D
-0 =0
b1 b2 én
o1 ¢ o
o tdet| ol oY b
~~
- ..
I L

Beachte:

vy

>
>
>

Der 1. Summand ist 0, da die 1. und 2. Zeile tibereinstimmen.
Der 2. Summand ist 0, da die 2. und 3. Zeile libereinstimmen.

Der n — 1te Summand ist 0, da die n — 1te und nte Zeile libereinstimmen.

Von der ganzen Summe bleibt nur der letzte Term stehen!

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen



Repetition

3. Schritt: Ableitung der Wronski-Determinante (continued)

Lineare Algebra
Beachte: Die Ableitungen gbs(n) in der letzten Zeile konnen durch
die Differentialgleichung (h) ersetzt werden. Es gilt ja

Lineare Differen-
tialgleichungen

n . , (n—2 (n—1
(/)(k ) = bk + a1y + ...+ an—ZG)E( ) 4+ an—lff)s( )
Also
w'(t) =
b1 b2 bn
@1 ®5 @
= det oY ®5 . o
(n—1) (n—1) (n—1)

ao®1+---A3n—1@51 P2+ ... +ap—19, agpn+ ...+ ap—1%n



3. Schritt: Ableitung der Wronski-Determinante (continued)

Beachte: Die Ableitungen qbg(n) in der letzten Zeile konnen durch

die Differentialgleichung (h) ersetzt werden. Es gilt ja

‘ ‘ J (n—2 (n—1
@Ef') = aoPk + a1y + ... + anfzﬁ)in ) + 3n71</‘95(n )
Also
w'(t) =
b1 b2 bn
@1 ®5 @
= det o oY ol
1) (n—1)

a1+ a1 agdr ...+ 3,10}

Subtrahiere das ag-fache der 1. Zeile von der letzten.
Subtrahiere das aj-fache der 2. Zeile von der letzten.

Subtrahiere das a,_»-fache der n — 1ten Zeile von der letzten.
Dabei andert sich die Determinante nicht!

2060+ ...+ an_100

)

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen



3. Schritt: Ableitung der Wronski-Determinante (continued)

Beachte: Die Ableitungen qbg(n) in der letzten Zeile konnen durch

die Differentialgleichung (h) ersetzt werden. Es gilt ja

(755(") = aoPk + a1y + ... + anfzﬁ’)infz) + 8n71</‘55(n71)

Also
W (t) =
b1 b2 - bn
@1 ®5 . #/,
= det oY ®5 . o

(n—1)

-1 ,
(n—1) agd2 + ...+ ap_10y

ad1+...+ap—19; agpn+ ... +a,—10,

Subtrahiere das ag-fache der 1. Zeile von der letzten.
Subtrahiere das a;-fache der 2. Zeile von der letzten.

Subtrahiere das a,_»-fache der n — 1ten Zeile von der letzten.
Dabei andert sich die Determinante nicht!
Es bleiben schliesslich nur die griinen Terme stehen.

(n—

1)

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen



4. Schritt: Ableitung der Wronski-Determinante (continued)

¢1 gf)z an

ol oA o,
W'(t) = a, 1det | &1 ! A

qb(ln—l) q;)gn—l) ngn_l)

Also W'(t) = ap—1(t)W(t) wie gewiinscht!

Repetition

Lineare Algebra

Lineare Differen-
tialgleichungen



	Lineare Differentialgleichungen

