Repetition

Lineare Abbildungen und Matrizen

Lineare Algebra

SatZ Lineare
Abbildungen und

Jede lineare Abbildung F : V" — W™ lasst sich durch eine e
m x n-Matrix darstellen. Dazu wahlt man Basen
B = (b1,...,bp) in Vund C=(c,...,cm) in W. Seien

X1 Y1
[XIs=| ¢ | und[y]c =

Xn Ym

die Koordinatenvektoren von x und y = F(x) beziglich B
respektive C. Dann gilt
[Vle = Alx]s
Hierbei ist
A= ([F(b1)lc - - [F(bn)lc)

D.h. die Spalten von A sind die Koordinatenvektoren von
F(bi) beziiglich C.



Repetition

Deflnltlon Lineare Algebra
Die Matrix A im obigen Satz heisst Darstellungsmatrix von .
.F bezughch del' Basen B Und C slbbil.dungen und
atrizen
Schematisch:
v 2 wm
X——— F(x)

I I

Xl ——2—— [F(x)]c = Alxls



Repetition

Beispiel

Sei V der VR der Polynome vom Grad < 2 mit der Basis .
B = {1,x,x?} und W der VR der affin linearen Funktionen Abbidungen und
mit der Basis C = {1, x}. Die Ableitung

F: Vs W, p—p

Lineare Algebra

ist linear. Es gilt

d d d
./_"(1) = 51 :O,f(X) = ax: 1,.7:(X2) — axz — Jx

und somit

Fk = (o). 76k = (o). 70k = (3)

D.h. als Darstellungsmatrix ergibt sich

010
A‘(o 0 2)'



Repetition

Beispiel (Fortsetzung)

Lineare Algebra

Testen wir dies am Polynom p(x) = a + bx + cx: Lineare

[p(x)]B = ( ) und [p'(x)]e = [b+ 2cx]e = (2’1 > .

Matrizen
In der Tat gilt [p/(x)]c = Alp(x)]5:

bY _ (0 1 0\ ([}
2c¢) \0 0 2
—— S~— \€

[p"(¥)le A —~

0O T o



Repetition

Deﬁnition Lineare Algebra
Sei F: V — W eine lineare Abbildung. Dann ist .
> ker(F):={x € V:F(x) =0} C V der Kern von F, Sl el

» im(F) :={F(x): x € V} C W das Bild von F.

Speziell: Ist 7 : R" — R™ x — Ax, A € M™*" so schreibt
man

> ker(A) statt ker(F),
» im(A) statt im(F).



Satz
Sei A € R™". Dann gilt

v

v

v

v

v

v

v

b € im(A) <= Ax = b ist losbar.

im(A) = span{a?), ... a("}

x € ker(A) <= x ist Lésung von Ax =0
ker(A) ist ein Unterraum von R”

im(A) ist ein Unterraum von R™
dim(ker(A)) + dim(im(A)) = n
dim(im(A)) = dim(im(AT)) = Rang(A).

Repetition
Lineare Algebra
Lineare

Abbildungen und
Matrizen



Zusammengestetze Abbildungen RpE

Lineare Algebra
Seien B,C und D Basen in V", W™ und Z*. _
Sei A die Darstellungsmatrix von F : V — W beziiglich B und C, AbEidngen und
und B die Darstellungsmatrix von G : W — Z beziiglich C und D. Rl

H=GoF
x| F(x) G(F(x)) =G o F(x)
[X]B } A[X]B } BA[X]B

Wir lesen ab: Die Darstellungsmatrix von G o F beziiglich 5 und
D ist BA.



Repetition

SatZ Lineare Algebra
» Die Zusammensetzung von linearen Abbildungen ist Lineare
0 Abbildungen und
||near. Matrizen

> Sei F:R" > R™ x+— Ax, G:R™ — RP, y — By,
dannist H=Go F : R"” — RP, x — BAx.



Repetition

Zusammenhang zwischen
R" — R x — Ax und
R™ = R" y— ATy

Lineare Algebra

Lineare

SatZ Abbildungen und
Skalarprodukt

v

im(A) und ker(AT) spannen zusammen R™ auf.
VzeR" y e R™: (Az,y) = (z,ATy).

im(A) L ker(AT).

dim(im(A)) + dim(ker(A")) = m.

v

v

v

Korollar (Fredholm Alternative)

Ax = b ist losbar genau dann, wenn b senkrecht auf allen
Losungen des adjungierten LGS ATy = 0 steht.



Repetition
Definition Lineare Algebra
» F:V — V, x+— F(x) heisst invertierbar, falls F
bijektiv ist, d.h. Vx" € V : Jlx € V mit F(x) = x.
» Ist F invertierbar, so heisst F~1: V — V x — x (mit
F(x) = x’) die Umkehrabbildung von F.

Lineare
Selbstabbildungen

Satz

> F:R" — R" x — Ax ist invertierbar <= A regular.

> Ist F:R"” — R”, x — Ax invertierbar, so ist F 1 linear
und F71:R” - R, x — A 1x.

> Ist F: V" — V" invertierbar, so gilt
FloF=FoF'l=I1d:V—=V,x— x



Basiswechsel

Satz

Seien B = (b1,...,b,) und B’ = (b}, ..., b},) zwei Basen in
V"™ und

Vi vy

Ms= | : | und [v]s =

Vy 74

die Koordinatenvektoren von v € V beziiglich B respektive
B’. Dann gilt

[v]gr = T[v]g und [v]g = S[v]s
wobei

T = ([b1]p' - . - [bn]p’) resp. S = ([by]5 - - . [bp]B)
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Koordinatentrans-
formation,
Basiswechsel



Definition
T = ([b1] - . . [bn]s) heisst Ubergangsmatrix von B
nach B’

Bemerkung: Die Ubergangsmatrix S von B’ nach B ist
invers zu T.
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Beispiel (Ubergangsmatrix)

Sei V =R?, B = (b1, by) := (e1, &) die Standardbasis und
B’ = (b}, b)) := (e1 + e2, &2 — e1). Die Ubergangsmatrix S

von B’ nach B ist somit

5= (Bila [84)s) = (

1

Fiir v = 2b] + b erhalten wie somit

ww=smyz(

1
1

)

1

)

)

bZ“

3
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