Repetition

Beispiel Lineare Algebra
4 2 2 ) )

Die Matrix A= [2 4 2] hatdie EW A1 =2 und \» = 8. i
2 2 4

Wir hatten gesehen:
-1 -1 1

Eo=span{| O |, 1 |}, Es =span{| 1]}

1 0 1

Orthonormalisiert man die Vektoren in den zwei
Eigenraumen, so erhalt man die orthonormale Eigenbasis:

~1/v2\ [-1/V6\ [1/V3
0 | 2/ve || 1/V3
1/v2 ~1/v6) \1/v3
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Anwendungen

Lineare Algebra

Potenzen von Matrizen

Sei A € C"™" diagonalisierbar. Dann existiert eine regulare
Matrix T in deren Spalten die EV von A stehen, so dass
T AT = diag(\1,..., An), wobei A1, ..., \, die
entsprechenden EW von A sind. Dann gilt

Potenzen

AR = T diag(\k, ..., A T1 (%)

Um Akx = Tdiag(\X, ..., \&) T 'x zu berechnen geht man

=z

SO vor:
» Lose Tz = x mit Gauss nach z auf.
» Akx = Tdiag(\k, ..., \)z

Bemerkung: Fiir Polynome p folgt aus (x) sofort

p(A) = Tdiag(p(A1), ..., p(An)) T~
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Exponentialfunktion einer Matrix

Lineare Algebra

Seien A, T und \; wie oben. Dann gilt

© Ak
eA = Z F = Tdiag(eAl’ R e>‘") T_l Exponentialfunktion
k=0

Achtung: e?ef = A8 — AB =BA
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Berechnung der Matrixoperatornorm
Sei A € R™*". Die Operatornorm der Matrix ist gegeben
durch

Lineare Algebra

Al = max,[1Ax]:

Satz Matrixnorm

» Fir Ac R™" gilt ||Al|l =,/ max {u,} Dabei sind p;

die EW der symmetrischen Matrlx ATA € RM*",
> Ist A € R™" symmetrisch, so gilt ||A|| = max {|Ail}
wobei die \; die EW von A sind. o

Satz
Sei @ € R™" orthogonal. Dann gilt:
» Fiir alle EW X von Q gilt |A| = 1.
» EV zu verschiedenen EW von @ sind orthogonal.

> Q=1
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Die Orthogonalitat der EV von @ sieht man so:

Lineare Algebra
Seien e'? # e/¥ zwei EW mit zugehdrigen EV x und y.
Dann gilt

e 0(x,y) = (efx,ey)
= (@ Q)=(xQ'Qy)
= (%) R

Also (1 — e¥e™®)(x,y) = 0.

N————
#0



Quadratische Formen Repetition

Lineare Algebra
Definition

Sei A € R"™" symmetrisch. Dann heisst

n
Quadratische Formen
ga:R" =R, x> (x,Ax) =x"Ax = E ajj XX
ij=1

guadratische Form von A.

Besipiel

0 1/4
Mischterme auftreten heisst diese Form rein quadratisch.

Fiir A = <1/9 0 > ist ga(x) = % + 2. Da keine
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Beispiel: Rotationsenergie

Lineare Algebra

Sei K ein starrer Korper mit korperfestem Koordinatensystem

(eine ONB B) mit Ursprung im Schwerpunkt S. K rotiere mit der

(momentanen) Winkelgeschwindigkeit w € R3. Der resultierende

Drehimpuls von K ist dann L = ©w, wobei © = ©T € R3*3 der

Tragheitstensor von K (beziiglich B) ist, und w und L als Quadratische Formen
Koordinatenvektoren beziiglich B einzusetzen sind. Die

Rotationsenergie von K ist dann gegeben durch die quadratische

Form

1
Ein = 2w Ow.
Beim kraftefreien Kreisel sind L und Ey;, Erhaltungsgrossen. Da ©
symmetrisch ist, existiert eine ONB B’ in der © diagonal ist
(Hauptachensystem von K).
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Beachte: {w € R3: £ " ©w = const} ist ein Ellipsoid E. Der
Gradient der Funktion w — 2w’ Ow ist grad(3w 'Ow) = Ow = L
und steht senkrecht auf der Tangentialebene ¥ in w an die
Niveaufliche E. Da ¥ wegen Jw'®w = 3(w, L) = const fixen
Abstand von S hat, ist © raumfest. K kann sich also im Raum nur
so bewegen, dass E bei festem S auf ¥ abrollt el R
(Poinsot-Darstellung des freien Kreisels). Insbesondere sind die

kirzeste und die langste Achse von E stabile Achsen. Die mittlere

Achse jedoch nicht.

Lineare Algebra
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Beispiel: Lineare Elastizitat

Lineare Algebra

Der Spannungstensor ist die Matrix
Ox Txy Txz

Tzx 7—Zy Oz Quadratische Formen

und beschreibt die Situation in einem Punkt P eines unter
Krafteinfluss deformierten elastischen Korpers. In P denkt man
sich eine Flache mit Einheitsnormale n. Der weggeschnittene Teil
libte auf die verbleibende Materie die Spannung Sn aus. Diese
zerlegt man in Normalspannung o(n)n, d.h. die Komponente von
Sn parallel zu n, und die Schubspannung 7(n)_Ln:

Sn = o(n)n+ 7(n)

Also ist die Normalspannung durch eine quadratische Form
gegeben:
o(n)=n"Sn, 7(n)=Sn—a(n)n
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