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11.1. MC Fragen: Integration

(a) Die Existenz einer Stammfunktion von f ist garantiert,
M wenn f stetig ist.
[0 wenn f stiickweise stetig ist.

Falsch. Die Funktion f:[—1,1] — R,

0 fallsz <0,
Jw) = {1 falls z > 0,

ist ein Gegenbeispiel.
M wenn f differenzierbar ist.
U immer.

Falsch.

(b) Fiir f € C°(R) und g € C*(R) mit —oo < a < b < 400 lautet die Substitutions-
regel

0
g(b) b
L, Fong @) de= [ 1) di
%
b , B g9(b)
[, T @) de = [ g0y di
%
b Y
/a 5w de = [ 1) dt
Losung: Man nimmt g(x) = % mit ¢'(x) = x.
0
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11.2. Durch Integrale definierte Funktionen Berechnen Sie die Ableitung
folgender durch Integrale definierten reellen Funktionen:

x7+em $2+5 . t
Az) = / cos(e® + 2t) dt, B(z) = / ST g
0 x

241 ¢

Hinweise: Bemerken Sie, dass das Integral in der Definition von B immer iiber ein

Interval I C [1,400) lauft. Somit ist % auf I wohldefiniert.

Losung: Wie bekannt, lautet der Hauptsatz der Integralrechnung, dass fiir eine
stetige Funktion f : [a,b] — R und eine Stelle ¢ € [a, b] die Funktion F'(x) = [ f(t)dt
differenzierbar ist mit Ableitung F'(x) = f(x).

Wir betrachten A als Komposition: A = (¢ o 3)(x), wobei
o(z) = / cos(e® +2t)dt und pB(x) =2 +e”.
0
Die Kettenregel und der Hauptsatz der Integralrechnung liefern demnach:

A(x) = ¢/(B(a))B (&) = cos(exp((207 + 7)) +2(a” + 7)) (72" + 7).

Was B betrifft, so konnen wir uns wegen der Additivitit des Integrals:

«®+5 gin ¢ ¢ gint 2?45 gin ¢
/ GLLLIE PR AL T / ST 4t (c belibig),
241 t 241 t c t

B als
B(z) = (¢1 0 B1)(z) + (¢2 0 B2)()

denken, wobei

Cc Qi t T Qi t

o) = [ = - [ Bl Bi() = + 1,
©?+5 gin ¢

o) = / S, Bs(a) = 22 + 5.

Nochmals durch die Kettenregel und den Hauptsatz der Integralrechnung schliessen
wir, dass

B'(z) = ¢1(51(2))B1(x) + ¢5(B2(x)) By ()
_ _sin(a® + 1)2 sin(z? + 5)

2x.
2 +1 v 2+ 5 v

11.3. Gewichteter Mittelwertsatz Seien F': [a,b] — R, G : [a,b] — R integrier-
bare Funktionen mit G stetig und F' > 0.

2/7



D-INFK Analysis | ETH Ziirich
Prof. Dr. E. Kowalski Losung von Serie 11 FS 2018

(a) Zeigen Sie, dass ¢ € [a,b] existiert, sodass
b b
(1) / F(2)G(z) dz = G(c) / F(z)da.

(b) Bleibt (1) wahr, wenn F' nicht notwendigerweise positiv ist? Begriinden Sie Thre
Antwort mit einem Beweis oder einem Gegenbeispiel.

Losung:
(a) Weil F' > 0 ist, gilt:

({1&5 G) F(z) < G(z)F(z) < (S[.;lg]) G) F(z) fir jedes x € [a, b];
somit folgt aus der Monotonie des Integrals:

({15115 G) /abF(x) dz < /ab G(z) F(z)dx < <s[;15 G) /ab F(z)dz,

danach (bemerken Sie, dass weil F > 0, [* F(z)dz > 0 ist):
I G(e) Fla)de _

inf G < sup G.
bl T fPF(z)dz [a,bﬁ)
Da G stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass ¢ € [a, b] existiert, sodass:
1°G(z) F(z) dz
G(c) = b
Jo F(x) da

gilt, welches zu der Schlussfolgerung fiihrt.
(b) Falls nicht notwendigerweise F' > 0, ist die Aussage falsch. Gegenbeispiel:

x fallsx € [O, g} ,
0 fallsz € [~5,0),

m™T

[(l, b] = |:_2a 2:| ) F(flf) = sz, G(ZL‘) = {
Man berechnet sofort, dass

/5 sinz dx = 0, /5 F(x)G(x)dx:/isinxdx: 1 sup G = g;
) ) ’ [-5:5]

somit ist es unmoglich, dass ¢ € [‘7’7, 5} existiert, welches die Aussage des gewichteten
Mittelwertsatzes erfiillt:

Wl

jus
2

INIE]
ME

)

™
2

1= /: F(z)G(z) dx, G(c) /’2’ F(z)dx =0 fir jedes ¢ € {—

ﬂﬂ}
272]°

Wl
|
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11.4. Berechnung von Integralen Berechnen Sie folgende bestimmte oder unbe-
stimmte Integrale:

49 _ 2 9
@ [ (b) [ (VE-1)(+1)ds
1
COST gin 2 da; d t2 2t) dt:
(c) /e sin z dz; (d) /0 cos(2t) dt;
m/4 1 — cos® x
Losung:
(a)

49 _ 2 4
/de:/ (2$_1—ZL‘—|—1) dx
1 1

T
4

1
= [21og|x| - 21‘2—1-4

r=1

1 9
= 210g4—8+§+4—1:410g2—§.

(b)

9 9
/(ﬁ—l)(m—i—l)dx:/x3/2—x+a:1/2—ldx
1 1

_ 25/2 12 23/2
= 5w 23: —|—33c x:ﬂ:1
2 1 2
:5(35—1)—5(92—1)+§(33—1)—9+1
484 52 992
= 4 2.8 = ==
5 058 15

(c) Wie in 10.4 (c) berechnet,

/ecosx sinzdr = —e“** +(C, CeR.



D-INFK Analysis | ETH Ziirich
Prof. Dr. E. Kowalski Losung von Serie 11 FS 2018

(d) Wir integrieren partiell:

1 1 1 1
/ t* cos(2t) dt = [ sm(Qt)tQ} —/ sin(2t)t dt
0o 4 N 2 0 0 {
1 1 1/t
=3 sin(2) — (—2 [cos(2t)t]y — 5/0 — cos(2t) dt)
1 1 1 !
=5 sin(2) — (—2 cos(2) + {4 sin(2t)h>
SI(2) + 5 cos(2) — sin(2) = L(6n(2) + 2cos(2)
=_5s —cos(2) — - s = —(s cos(2)).
5 Sin 5 7 5in 7 (sin
(e) Wir teilen den Burch auf:
l—cos’z 1 1 1
2cos2x 2 cos?(z) 2
Weil tan(z)" = ws#)g erhalten wir:
©/41 — cos® x 1 om/4 1 1 /4
" Y dr = 7/ dr — f/ 1d
/0 2coste  2Jo costx 2 g
1

= 5 tan(@)f" - 5 =

e

1
2
(f) Wie in 10.4 (b) berechnet,

(2® + 5 + 1)122
1292

/(133—1—51:—1—1)1291(31:2—1—5) dz = +C, CeR

11.5. Flache und Integralrechnung Zeichnen Sie folgende ebenen Kurven und
berechnen Sie die Flache des beschrankten Gebiets, das sie einschliessen:

(a) x:O,ZE:2undy:($_1)3’

(b) y =/ und y = 2%

(c) y:sinx,y:cosx,x:()lmdng.
Losung:

(a) Das Gebiet besteht aus zwei Stiicken, eines unter der z-Achse von x =0 zu x = 1
und das andere oberhalb der z-Achse von z =1 zu x = 2.



ETH Ziirich Analysis | D-INFK
F'S 2018 Losung von Serie 11 Prof. Dr. E. Kowalski

(2,1)

Somit ist die Flache:

A

1
/ (x—1) d:B+/ :v—l dzx
0

[Fste- 0]+ fie- 0], - 5+

»b\»—t
A~ =
[}

(b) Die Schnittpunkte zwischen den Kurven sind (0,0) und (1, 1), die Zeichnung ist
wie folgt:
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Demnach ergibt sich die Flache als Differenz folgender Integrale:

2 Ik
L2 _ 1o

3 4

5

1 1 2 1
A:/\/Ed:c—/xg'd:c: _ 2 _ - _
0 0 3 4

0

(c) Zwischen z =0 und z =
sin x:

jus
4

Somit kann die Flache berechnet durch:

7r/4:\/§_'_\/§

w/4
A:/ cosz — sinz dr = [sinz + cos z];
0

12

liegt der Graph von cos x oberhalb des Graphen von



