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12.1. Fehlerfunktion

(a) Gegeben sei die Fehlerfunktion (Engl. error function)

erf (x) : \/_ /

Der Wert von

/12 e~ dr, a >0
ist:
(erf (2v/a) — erf(v/a))
7 (erf (2) —erf (1))
T (erf (v/a) — ext (2/a))
erf (2/a) — erf (Va))
(ﬁ) —erf(2V/a).
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Somit ist die vierte Antwort korrekt.

12.2. Berechnung von Integralen Berechnen Sie die folgenden unbestimmten
Integrale:

(a) [sin?te O Hd(fot (tan(t/2) = u):
O [Vt =

(t* +1=u); (t = sin” u);

t3
—dt
/ V2 +1
(e) dt
V1tel
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Losung: Wir nennen jeweils “I” das betrachtete Integral.

(a) Ein kurzer Losungsweg verwendet komplexe Zahlen. Da:
2 1 1 2it
sin“t = 5(1 —cos(2t)) = 5(1 — R(e™)),
wobei “R(z)”= Realteil von z ist, ergibt sich:
. %(e(—l-i-Zi)t)) dt
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e( 1+24)t
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o3 (—1 + ; cos(2t) — isin(%)) +C, CeR.
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Aquivalent erhélt man mit sin?t = und partieller Integration das Ergebnis.

(b) Die vorgeschlagene Substitution besagt:

2 1 —u? 1 1 2
t = 2arctanu, dt = ——, cost = 4 , = T .
1+ u? 1+ u? 1+ cost 2

Damit ergibt sich:

1 2
I:/ + du-u+C—tan(t)+C, C eR.
2 1+u? 2

(c) Die vorgeschlagene Substitution besagt:
2t dt = du, t?=u—1, V2 4+1=+/u.

Damit ergibt sich:

5 1
ui—\/ﬂ+C=§(t2—2)\/t2+1+O, C eR.
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(d) Die vorgeschlagene Substitution besagt:
dt = 2sinu cosu du, 1—1t=cosu, V't = sinw.

Damit ergibt sich:
2sinu cos® u
I = / T du
sinu — sin® u

= /2(1—|—sinu) du
= 2(u — cosu) + C = 2(arcsin(vt) — V1 —t)+C, Ce€R.

(e) Wir verwenden die Substitution v = /1 + e*:

2u
u? —1

t =log(u® — 1), dt = du

und erhalten:

2
]:/u2—1du
1 1
=[G @
u—1 wu+1

_ / i _
:10g<u 1>+C’:10g< Lte 1)—1—0, C eR.

u+l Vitet+1

12.3. Die Fliche einer Ellipse Eine Ellipse ist die Menge der Punkte (z,y) € R?,
die die Gleichung

1‘2 y2
2!

erfiillen fiir fixierte Konstanten a,b > 0. Berechnen Sie die Flache der Menge
2 2
o 2 L Y

(Die graue Menge in Abbildung 1).

Losung: Wegen der Symmetrie haben wir offensichtlich

Flache(Q2(a,b) N {y > 0}) = Flache(Q(a,b) N {y < 0})
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Abbildung 1: Die Flédche einer Ellipse mit a =2 und b =1

und damit auch
(1)  Fliche(Q(a, b)) = 2Fliche(Q(a, b) N {y > 0})
Fir y > 0 und = € R haben wir (z,y) € Q(a,b) genau dann wenn

.7)2 yQ 72

D.h. Fléche(Q(a, b) N{y > 0}) ist gleich der Fliche unter dem Graphen von [—a,a] >
T by/1— z—z, also

a 332
/_ab\/l—gdx = ab/ J1— o2 dy

= —ab/ sin(t)y/1 — cosQ( ) dt

.1 2
:ab/ sin?(t) dt:ab/ (- _ cosl t)> dt
0 0 \2 2

_abr

=5
Bei * setzen wir y = cos(t) fur ¢ € [0, 7], so dass dy = —sin(¢) dt und bei * benutzen
wir die trigonometrische Formel sin?(t) = (% — wzﬂ) Somit haben wir

Flache(€2(a, b)) = 2Flache(Q(a,b) N {y > 0}) = abr.
12.4. Liinge einer Kurve Sei f:[—2,2] — R? die Kurve
at?
- (%),
2

4/7
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fir a,b > 0. Berechnen Sie die Lénge von f.

Losung: Zunachst sehen wir, dass

F(t) = (,j) .

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass die Lange wie folgt definiert ist
2 2 2 2
/ /(1)) dt:/ (‘gf)‘ dt:/ Va2i® 1 021 dt:/ V@ + BRVE dt
—2 -2 -2 -2
2 2 0
:/ V& T 02t dt = Va? 1 b2 (/ tdt—/ tdt)
-2 0 -2
21* [#2]°
(5
2

2], 12]_

—VETF (2 (-2) = E TP,

12.5. Eine obere und untere Schranke Zeigen Sie, dass fiir k,n € N gilt

k+1 n k+1
n SZlkS(n+1) 1‘
k+1 = k+1

Hinweise: Integrier!

Losung: Sei f : [0,00) — [0, 00) definiert durch

f(t) = [t1",
wobei [t] = min{n € N | ¢ <n}. Dann gilt offensichtlich

/n f(t) dt = Zn:l"f.
0 =1
Sei nun g, h : [0,00) — [0, 00) durch
g(t) =t" und h(t)=(t+1)F
definiert. Dann gilt
g9(t) < f(t) <h(t) Viecl0,00)
(siehe Abbildung 2) und damit auch

/Ong(t) dtg/onf(t) dt:lzn;lkg/onh(t) dt.
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Jetzt berechnen wir
n ek nk+1
t) dt = =

[ooa-[] =i

und
1)Ft -1

n n _ n+1 ST (4
htdt:/t 1kdts—é“/ ks — _
/0 () 0(+ ) 1 5 as E+1 o1

was die Aufgabe 16st.

9
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Abbildung 2: In diesem Beispiel ist k = 2.



