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3.1.
ten.

MC-Fragen: Reihen und Cauchy-Folgen Waihlen Sie die richtigen Antwor-

(a) Sei >0°, a, eine Reihe mit positiven Gliedern, d.h. a, > 0 fir jedes n. Welche
der folgenden Bedingungen stellt sicher, dass die Reihe divergiert?

O a, > 1/n fir unendlich viele n € N;

(b)

3.2.

Ungenitigend: zum Beispiel betrachten wir

{1 /n falls n Zweierpotenz,
a, =

0 sonst.

In anderen Worten: falls n = 2F fiir ein k, dann a,, = 27%, falls n nicht Zweierpo-
tenz, ist a,, = 0. Es gilt a,, = 1/n fir jedes n Zweierpotenz, also undendliche n,
aber es gilt auch fir jedes n, dass a,, < 27", also ist die Reihe absolut konvergent.

a,, > 27" fiir unendlich viele n € N;
Ungeniigend: die Reihe mit Gliedern a, = 2 - 27" ist absolut konvergent.
es existiert Ny € N, so dass a,, > 1/4/n fiir jedes n > Nj.

Losung: > %_y, 1/4/n ist divergent, also weil

00 No—1 0o No—1 00 1
Nan= D an + D> D> ant+ Y —
n=1 n=1 n=Np n=1 n=Nop \/ﬁ

bestimmte Zahl
gilt, ist die Reihe divergent.
Sei (z,,), eine Cauchy-Folge in R. Dann
konvergiert > > | x,;

Falsch: zum Beispiel ist x,, = 1/n Cauchy (weil konvergent), aber wie bekannt
ist >0, 1/n divergent.

konvergiert (x,), gegen 0;

Falsch: jede Cauchy-Folge ist konvergent, nicht notwendigerweise mit Grenzwert
0.

ist x,, beschrankt.

Losung: jede Cauchy-Folge ist konvergent, also beschrankt.

Induktive Folge
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(a) Sei (an), die Folge induktiv definiert durch:

a; = \/57
a1 =V2+a, firn>2.
(i) Beweisen Sie, dass (a,), von oben durch 2 beschrankt ist.
(ii) Berechnen Sie, falls existent, den Grenzwert von (ay,)y.

Losung: Wir erinnern uns daran, dass die Wurzel x — /x monoton wachsend ist,
das heisst, falls 0 < z <y, dann \/z < |/y. Insbesondere gilt, fiir alle 2,y > 0, immer

VT +y >z
(i) Wir sehen, dass
as =\V2+V2<V4=2,

CL3:\/2+6L1§\/2+2§2,
a4:\/2+an§\/2+2:2a

also wollen wir durch Induktion beweisen, dass a,, < 2 fiir alle n gilt.
Verankerung: fir n =1, a; = v/2 < 2.

Induktionsschritt: nehmen wir an, dass a,, < 2. Dann gilt:

g1 = V2 +a, <V2+2=2,

da die Wurzelfunktion monoton wachsend ist. Dies zeigt, dass die Folge be-
schrankt ist.

(ii) Wir benutzen nochmals Induktion um zu beweisen, dass die Folge monoton
wachsend ist.

Verankerung: fir n =2, as = \/2 4+ V2 > V2 = qy.

Induktionsschritt: nehmen wir an, dass a, > a,_1. Dann sehen wir, dass

(py1 = \/2+an2 \/2+an—1:an7

wie gewollt. Wir haben bewiesen, dass (a,), beschrinkt und wachsend ist:
durch Satz 3.3.1 (Monotone Konvergenz) in Struwes Skript folgern wir, dass
a = lim,_, a, in R existiert. Weil a,+1 = /2 + a,, schliessen wir durch Satz
3.3.2 in Struwes Skript, dass

azgg%an+1=gf%¢2+an:¢2+a,
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also
a>—2—a=0.

Die Losungen dieser Gleichung 2. Ordnung sind 2 und —1: weil immer a,, > 0
gilt, ist dann nur a = 2 relevant. Schlussendlich erhalten wir:

lim an:\/2+\/2+\/2+---:2.

n—o0

(b) Sei (ay), die Folge induktiv definiert durch:

a; = 1,
Qn

Gpy1 = fir n > 1.

n
Beweisen Sie, dass lim,,_,, a, = 0.
Tipp: Induktive Folge untersucht man mit Induktion.

Losung: Wir sehen, dass

alzl,
1 1
Ao = ——— = —
T 141 2
12 1
asz = = o
1+1/2 3
/3 1
Qg4 = = 7
1+1/3 4

Also ist es “klar” das die Grenzwert 0 ist. Aber wir miissen dies streng beweisen! Die
Strategie ist wie in (a): wir zeigen, dass die Folge beschrankt und monoton fallend ist,
um Satz 3.3.1 in Struwes Skript zu benutzen. Weil ap = 1 und a,41 = a,/(1 + a,),
folgt

0<a,<1 und apq1 < ap,

weil der Nenner immer grosser ist als der Zahler. Das zeigt Beschréanktkeit und
Monotonie. Wir schliessen, dass a = lim,, ., a,, existiert und gilt

a= sdl4+a=a<a=0.

1+a
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3.3. Reihen in R mit reellem Parameter Fiir welche x € R sind die folgenden
Reihen konvergent? Fiir welche z € R sind absolut konvergent? Benutzen Sie die
Kriterien aus der Vorlesung.

@ Yo by > EUV

n=0 n=0 1 + 7’L2£L‘2 ’
o] " 0 1
d R
(e) > —
n=1 n

Losung: Wir bezeichnen die Folgenglieder jeweils a,,.

(a) Falls |2 > 1 sehen wir, dass lim,, e |an| = lim, o [2|™ # 0, also muss die Reihe
divergieren. Falls |z| < 1,

0o 0o
>l <D
n=1 n=1

und die rechte Seite ist eine Geometrische Reihe mit Basis |z| < 1, also konvergent.

Zusammenfassend: Die Reihe ist fir |z| > 1 divergent und fir |z| < 1 absolut
konvergent.

(b) Falls = 0, sehen wir, dass lim,,_, |a,| = lim, o v/n # 0, also muss die Reihe
divergieren. Falls z # 0, wir sehen, dass

Vi1

1+ n2x2 = n3/222’

|lan| =

also

o 1 & 1
< = =
‘ ‘an‘ = 2 nz::l n3/27

n=

und die Reihe auf der rechten Seite ist bekanntlich konvergent, weil 3/2 > 1 (Beispiel
3.7.4). Wir folgern, dass die Reihe absolut konvergent ist.

Zusammenfassend: Die Reihe ist fiir = 0 divergent und fiir x # 0 absolut konvergent.

4/7
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(c) Falls z =1 oder z = —1, ist a,, = 1/2 fiir jedes n, also divergiert die Reihe. Falls
|x| > 1, wir sehen, dass

n

lim |a,| = lim i

— 140,

also muss die Reihe divergent sein. Falls |z| < 1, gilt

Somit gilt wie in (a):

oo oo
> an] <7 )" < oo
n=1 n=1

Folglich ist die Reihe absolut konvergent.

Zusammenfassend: Die Reihe ist fur |x| > 1 divergent und fir |z| < 1 absolut
konvergent.

(d) Falls z =1 oder z = —1, ist a,, = 1/2 fiir jedes n, also divergiert die Reihe. Falls
lx| < 1, so gilt

li = 1i 71 =1
nlﬁrgolan| - n1~>1£10 1 _{_xQn -

d.h. die Reihe ist divergent. Falls schlussendlich |z| > 1, gilt

‘ 1 1
1+ZE2” — (x2)n’
also
o0 o0 1
la,| < )
2 loal < 2 Gy

Damit schliessen wir wie in (a), dass die Reihe absolut konvergent ist.

Zusammenfassend: die Reihe ist fiir |z|] < 1 divergent und fir |z| > 1 absolut
konvergent.

(e) Wir benutzen das Quotientenkriterium:

Ap+1
Qn,

g ((n+ DD R ((n+Dnh)* n" " o1
a, (4D (e (4 1)n(n+ 1) (nl)T <n+ 1> (n 41"
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Weil

+oo fallsz > 1,
. n noo1 . 1
lim =— und lim(14+n)*" =41 falls x = 1,
n—oo \n + 1 e n—00

0 falls x < 1,

schliessen wir, dass
+oo fallsz > 1,
=1{1/e fallsz =1,
0 falls x < 1.

Qp41
Qp

lim
n—oo

Damit erhalten wir, dass die Reihe fiir x < 1 absolut konvergent und fir = > 1
divergent ist.

3.4. Reihen reellen Zahlen Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz und
absolute Konvergenz.

(a) ;(271)!’ (b) ;nﬂoo’
© L @ X

Bestimmen Sie, falls existent, die Werte von (b) und (d).
Losung: Wir bezeichnen mit a,, das Glied jeder Folge.

(a) Weil a, > 0, ist absolute Konvergenz dquivalent zu Konvergenz. Wir benutzen
das Quotientenkriterium:

ane1  ((n+ D)) (2n)0 ((n+ 1)n!)? (2n)! (n+1)2
a, 2+ RN2 T 2n+2)2n+1)2n)! (n))2 2n+2)2n+ 1)’
also lim,,_, GZ—“ = 1/4 < 1. Damit schliessen wir, das die Reihe absolut konvergent

ist.

(b) Die Reihe ist einfach die harmonische Reihe ohne die ersten 100 Glieder, ist also
divergent.

(c) Weil a,, > 0, ist absolute Konvergenz dquivalent zu Konvergenz. Wir benutzen
das Wurzelkriterium:

5 5

[ = BT
Da lim,, o /n = 1, gilt lim, o ¢a, = lim, ,,.5/n = 0 < 1, also ist die Reihe
absolut konvergent.
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(d) Weil a,, > 0, ist absolute Konvergenz dquivalent zu Konvergenz, und wir bemerken,
dass diese Reihe dhnlich wie die Teleskopsumme ist. Wir suchen zuerst a und b so
dass

L e b
nin+4) n n+4
Wir sehen, dass

a b (a—bn+4a

n n+4  n(n+4)

Y

also finden wir @ = b = 1/4. Dann gilt

1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ")

Yomrn-i(5ts 6ts7tists et 1

Also folgern wir, wie fiir die Teleskopsumme, dass die Partialsummen die Form

i 1<1+1+1+1 1 1 1 1 )
— n+4 4 2 3 4 N+1 N+2 N+3 N+4

haben. Somit schliessen wir, dass die Reihe absolut konvergent mit Grenzwert

g 1<1+1+1+1>_25
N PN Ty 973" 4) 48

ist.



