D-INFK Analysis | ETH Ziirich
Prof. Dr. E. Kowalski Losung von Serie 4 FS 2018

4.1. MC Frage: Die komplexe Exponentialfunktion Betrachten Sie z —
Exp(z) = Y00, 2" /n! fiir z € C. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

K Falls z reell ist, ist Exp(z) reell.

Richtig: Das ist wahr weil jedes Glied der Reihe reell ist. Also ist die Summe
reell.

O Exp ist surjektiv; d.h. fir jedes w € C existiert ein z € C so dass Exp(z) = w.
Falsch: Fir alle z € C gilt immer Exp(z) # 0.

4.2. MC Frage: Konvergenz und absolute Konvergenz Welche der folgenden
Aussagen sind wahr?

> ,(a, + b,) konvergiert absolut falls beide Reihen

Z a, und Z by,
n=0 n=0
absolut konvergent sind.

Richtig: Wegen |a, + b,| < |a,| + |b,| haben wir

S an +ba] <3 an| + 1bal =D Jan] + Y ba| < +o0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Somit ist Y% ,(a, + b,) absolut konvergent.

M >0 anb, existiert, falls

Zan und an.
n=0 n=0

absolut konvergent sind.

Richtig: Da >>0°  |a,| < oo ist haben wir
an 2.

Damit gibt es ein N € N, so dass

Vn>N: Ja,| <1.

Nun folgt
o0 N [e'e) N [e'e)
D anbn| =Y lanbal + D anba] <D anbal + D |ba| < oo
n=0 n=0 n=N+1 n=0 n=N-+1

Somit ist >0, a,b, sogar absolut konvergent.
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O >0 o(—1)"a, existiert, falls >->° ; a, existiert.

Falsch: Seien ag :=1, a; :== —1 und

1 1
n = -, il = —— V N.
@ 2n Fan+1 2n ne

Dann gilt

S a, =¥

N L falls N gerade ist
=0 0 falls N ungerade ist

Offensichtlich gilt also

Z a, = 0.
n=0

Da aber ag =1, —a; = 1 und

1
-1 2n "= —,
(=1)%a 2n

existiert >0 ,(—1)"a, nicht.

1
(—1)2n+1@2n+1 = % VneN

4.3. Cauchy-Kriterium Sei (¢,),en eine Folge rationaler Zahlen, sodass
|gn — Gni1] — 0 fir n — oo.

Folgt daraus, dass (g, )nen eine Cauchy-Folge ist? Finden Sie ein Gegenbeispiel oder
beweisen Sie die Behauptung.

Losung: (g, )qen ist nach Definition eine Cauchy-Folge, falls gilt
Ve>0 dngeN Vmn>ng: l|a,—a, <e.

Es gentigt nicht, dass |¢, — gn+1| — 0 fiir n — oo, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt.

"1
qn = Z -
=k
Dann ist ¢, € Q und es gilt ¢, — gni1] = | — n%rl| — 0 fiir n — oo, aber (g, )nen ist
keine Cauchy-Folge, denn
1 n n 1 S n 1
B2 qn_n—i—l o~ on

4.4. Konvergenzbereiche Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der folgenden
Reihen, also die Menge aller x € R, sodass die Reihe konvergiert.
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o
(a) > nla"
n=0

(b) Z 2n€2nx’
n=0

—_— 1.
© 2 i 7
Losung:

(a) Die Reihe tiber a,, = n!2" konvergiert nach dem Quotientenkriterium nur fir
x =0, denn es gilt

<1 VneN, fallsz =0,
>1 Vn>2+, fallsz#0.

||

(n+ 1)l
n!

an+1

Qn

= (n+ 1)]a| = {

(b) Die Reihe iiber b, = 2"e*** = (2¢**)" konvergiert nach dem Wurzelkriterium,
falls |2 = 2¢** < 1, was dquivalent zu 2 < —3 In(2) ist.

—n.n le n . . .
(c) Die Reihe tiber ¢, = (i_ﬁzﬂ = ((131:)2) konvergiert nach dem Wurzelkriterium,
falls
iz

Im Fall z > 0 ist die Bedingung édquivalent zu 0 < 1 — 3z + 2% = (z — 2)(z — 3).
Die Parabel ist nach oben gedffnet und damit positiv links und rechts von beiden
Nullstellen. Die Bedingung ist somit dquivalent zu (0 <z < ) V (2 < z).

Im Fall x < 0 lautet die Bedingung 0 < 1 — %x + 22. Da diese Parabel nach oben
geoftnet ist und wegen (%)2 — 4 < 0 keine Nullstellen hat, ist die Bedingung fiir alle
z < 0 erfillt. Der Konvergenzbereich ist somit {z € R | (z < 1)V (2 < 2)}.

4.5. Annidherung

(a) Sei a, = % In der Vorlesung haben wir gesehen, dass

oo
0= an
n=1
existiert. Sei

n
Sp = Z Qg
k=1
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Bewiesen Sie, dass

1
n+1

la — s,| <

Nahern Sie a mit 3 Dezimalzahlen an.

Losung: Wir haben

n+l (_1)k—1 n (_1)k—1 n+l (_1)k—l
3n+l_3nzz L _ZT: Z T
k=1 k=1 k=n+1
—1)" -1 n+1 -1 n+2 -1 n+3 -1 n+l—1
CE D () ()
n+1 n+2 n+3 n+4 n—+1
1 1 1 1 1
e _17’l — — ...—'- _1l_l>
( )<n+1 n+2+n+3 n+4+ (=1) n+1
Damit gilt
1 1 1 1 1 1
—1n n — Sp) = — — —_ . _1 lili
(=1)"(snst = 5n) n+1 n+2+n+3 n+4+n+5 +(=1) n—+1
<0 <0 <0
1
< .
“n+1
Anderseits gilt auch
1 1 1 1 1 1
—1D)™(Spay — Sp) = — — — ... S e
(=1)"(sn s = 50) n+1 n—i—2+n—|—3 n+4+n—|—5 +(=1) n+1
1 n 1 1 1 H 1)1—1 1
-~ n+2 n+3 n+4 n+bH n+ I
—_—— —
>0 >0 >0
1 1
> — > —
- n+27 n+1
Dies ergibt
| | < ! VneN
Spal — Sp| < —— n )
+1 il
Somit folgt
1

la — s, = lim |$,4; — Sy,
l—00

<77
“n—+1

was die Behauptung zeigt.
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Unsere bisherigen Berechnungen zeigen, dass
a = S1000 = 0.6926474

eine gute Anndherung ist.
(b) Sei a,, := -, so dass e = exp(1) = 222 a,,. Beweisen Sie, dass

o= sl < —

e— 8| < ——,
(n+1)!

wobei s, = Y_}'_, ax. Nahern Sie e mit 8 Dezimalzahlen an.

Losung:

Offensichtlich haben wir s,, < e fur alle n € N und

n—+m 1 n+m (TL—}— 1)' 1 (n+ 1)'
k%—l (n+1)!k§1 k! (n—l-l)!lzzl (Il +mn)!

1 w (n+1)!
RECE (”,;(mun)!)'

(n+1)! 1
(k+n+1)!  (k+n+D(k+n)k+n—1)---(n+2)

und
(k+n+1)(k+n)k+n—-1)---(n+2) >k

fir n > 1, haben wir

1 =l (n+1)! 1 ml
Swtm = S0 = D) (H 2 (k:+1+n)!> GRS (” 2 3)‘

Damit gilt

. 1 > 1
e—sngnll_rgo(swm—sn)g .<1+Zk3>'

Wir wissen schon, dass

2

> 1 > 1 T
— — =<9
kz::lk: Z::k 6 —
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und damit haben wir

3
(n+ 1)V

(1+2)=

= n < J (snem = n) < gy

was die Behauptung zeigt. Fir unsere Anndherung bemerken wir

3
=~ 4817710719,
H 8177 - 10

Damit ist

12
1
EETEDY 0= 2.718281828
k=0 """

unsere Annaherung.



