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7.1. MC Fragen

(a) Eine Funktion f : R — R ist differenzierbar an der Stelle vq € R genau wenn

lim f(zo+1) — f(xo)
0#£t—0 t

existiert.

Ist diese Definition korrekt?
v ja
L nein

(b) Sei f:[0,1] — R differenzierbar. Wir nehmen an, dass = = % die einzige Losung
der Gleichung f'(z) = 0 ist. Gilt dann, dass f bei = % ein Minimum/Maximum

2
annimmt?

0 ja

M nein

Beispiel: Sei f : [0,1] — R die Funktion, derren Graphen unten gezeichnet
ist. Man sieht, dass f’(1/2) = 0 ist, aber offensichtlich ist x = 1/2 weder eine
Maximum- noch eine Minimalstelle.

1
2
Graph(f)
0 1 1
2
_1
2

(c) Sei f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion und seien x1, 25,23 € (a,b)
paarweise verschiedene Zahlen, so dass f(z1) = f(x2) = f(x3) = 0 gilt. Welche
Folgerung ist richtig?

O f’ hat genau zwei Nullstellen auf [a, b];

O f’ hat maximal zwei Nullstellen auf [a, b];
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K f" hat mindestens zwei Nullstellen auf [a, b];

Losung: Nach dem Mittelwertsatz (oder dem Satz von Rolle) liegt zwischen je
zwei Nullstellen von f mindestens eine Nullstelle von f’. Daher hat f’ mindestens
zwei Nullstellen. Im Fall f(x) = 0 ist auch f’ identisch gleich 0. Ein Beispiel wie
f(x) = 2% — 3z mit f'(z) = 3(2* — 1) zeigt, dass die Anzahl der Nullstellen von
f’ gleich 2 sein kann.

[0 f’ hat mindestens drei Nullstellen auf [a, b].
[0 f’ hat genau zwei Nullstellen auf [a, b];

[0 f’ hat maximal zwei Nullstellen auf [a, b].

7.2. Mittelwertsatz I Sei f: [0,7] — R stetig und differenzierbar in |0, 7[ mit
f(0) > 1und f'(z) > —1 fir alle x € |0, 7[. Folgern Sie f(z) > 1 —x fiir alle z € [0, 7]
aus dem Mittelwertsatz. Folgt auch, dass f monoton ist? Beweisen oder widerlegen
Sie diese Behauptung.

Losung: Sei f: [0, 7] — R eine differenzierbare Funktion mit f(0) > 1 und f'(z) >
—1. Zu zeigen ist f(z) > 1 — x fur alle z € [0, 71].

1. Sei daher
it

Die Behauptung an der Stelle z = 0 folgt aus der Annahme f(0
x € |0, 7] beliebig. Geméss dem Mittelwertsatz existiert ein £ € |0, z|

f(x):@+£@(x—0)21—x.

>
m

Die Funktion f muss nicht monoton sein: f(z) = cos?(x) = 3(cos(2z) + 1) erfiillt die
Voraussetzungen f(0) =1 > 1 und f'(x) = —sin(2z) > —1, ist aber nicht monoton
in [0,7], da f(0) =1= f(m) und f(3) = 0.

7.3. Mittelwertsatz II Seien x,y € R. Beweisen Sie folgenden Ungleichungen mit
Hilfe des Mittelwertsatzes.

Vidtor<1l+1Z fir z > 0, (a)
ely—x) <e’—e" <e¥(y—x) firx <y, (b)
— 1 <log(x) <w—1 fiir 2 > 0. (c)

Hinweis. Unterscheidung Sie bei (c) die drei Falle 0 <z <1, z =1 und = > 1.
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Losung:
(a) Die Funktion f(z) = /1 + «x ist differenzierbar fiir x > —1 und fir z > 0 gilt

1 1
= —— < C.
2V1+x 2

Daher folgt f(z) < f(0) + 3(z — 0) =1 + £ fiir z > 0 aus dem Mittelwertsatz.

f'(x)

(b) Gemiéss Mittelwertsatz existiert fir jedes Paar x < y ein & € |z, y[ mit

e¥ — e”

y—x

= 65.

Da die Exponentialfunktion streng monoton wichst, gilt e* < e¢ < e¥. Nach Multipli-
kation mit (y — z) > 0 erhalten wir wegen e*(y — z) = ¥ — e® wie behauptet

e(ly—x) <e’—e" <e(y —x).

(c) Es gilt log(1) =0, das heisst, 1 — 1 <log(z) <z — 1 gilt fir z = 1.

Falls 0 < z < 1, existiert geméss dem Mittelwertsatz ¢ € ]z, 1] mit log(l) =
log(x)—i—%(l—x). Dalog(1) =0 und% > 1, folgt log(x) = —%(1—:15) <—(1-z)=x-1.
Falls z > 1, existiert geméss dem Mittelwertsatz & € |1, z[ mit log(z) = log(1) +

%(:17 —1). In diesem Fall ist % < 1, und es folgt ebenfalls log(x) < x — 1. Somit gilt

log(z) < x — 1 fiir alle x > 0. Daraus folgt wiederum
—log(z) =log(;) < 3 —1,
also log(z) > 1 — 1 fiir alle z > 0 und es folgt die Behauptung

1-1<log(zx) <z—1 Vo > 0.

7.4. Berechnung von Ableitungen Berechnen Sie die Ableitungen folgender
Funktionen mithilfe der Ableitungsregeln:

(a) x'_>3x7—|—x5—2x4+m—3 (b) xsz(xQ%—le—i-ZS)
xt ’ (x+5)(x+7)
2
2
(c) z— + log(1 + cos?(z)),

e*ﬁ?

Losung: Wir nennen die jeweilige Funktion jedes Mal f.



ETH Ziirich Analysis | D-INFK
F'S 2018 Losung von Serie 7 Prof. Dr. E. Kowalski

(a) Wir teilen den Bruch auf:

_ 3aT 42" -2zt 2 -3

1 =33+ -2+ —-3z74
T

f(z)

die Ableitung von Potenzfunktionen liefert:

9x” + 2° — 3z + 12

fl@) =92 +1-3r*+1227° = e

(b) Wir sehen, dass

o) = D@ 1004 25) P45 2z +5)
VT T @t @a5)@+n) a4 7

die Quotierenregel liefert:

(32?4 102)(z + 7) — 2 — 52* 2% 4 262” + 70z

fw) = (z+7)2 RCEE

(c) Die Ableitungsregeln (Quotientenregel, Ableitung von Exp, log, sin) liefern:

2sin(x) cos(z)

f(z) =e"(z(x+2)+2) — co2(1) 1 1

7.5. Graphen Zur Erinnerung: Um den Graph einer reellen Funktion f: R — R zu
zeichnen, braucht man fiir gewohnlich folgende Informationen:

e der Definitionsbereich D von f, d.h. die Stellen z an denen f(z) definiert ist;

das Verhalten von f an der Grenze von D, d.h. falls g ¢ D, die Grenzwerte

lim f(z) und, falls relevant, lim f(z);

T—x(Q

zeD

das Vorzeichen von f, d.h. die Stellen x € D wo f(z) positiv, negative oder
Null ist;

die Stellen x € D wo f wachsend oder fallend ist;

die Extremstellen und die Extrema von f, d.h. die Stellen x € D und die
dazugehorigen Werte f(z) und wo f lokale/globale Maxima und Minima besitzt;

falls gefragt, die Stelle x € D wo f konvex oder konkav ist.
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Finden Sie den Definitionsbereich und die lokalen und globalen Extrema der folgenden
Funktionen; und zeichnen Sie ihren Graphen.

$2

() ()=

=7 (b) f(z) =sinz ++v3cos,
(c) [flz)=avi-u,

Losung:

(a) Der Definitionsbereich ist D = {z € R : z # 1} = R\ {1}. Die wichtigen
Grenzwerte sind

.a? .a?
lim = —00, lim = 400,
z—1-x — 1 z—1+t x — 1
. z? . z?
lim = —00, lim = 400
T——00 I — z—too x — 1

Das Vorzeichen von f ist wie folgt:

flz)=0& 2 =0;
flz)>0er—-1>0< x> 1.

Die Ableitung von f ist

, 1
f@) =1~ =g

somit
f) >0 2<0,1>2,

und die kritischen Punkte sind 0 und 2. Wir sehen, dass die zweite Ableitung von f

ist. Somit, weil f”(0) = —2 < 0, muss « = 0 eine lokale Maximalstelle sein mit Wert
0, und weil f”(2) = 2 > 0, muss z = 2 eine lokale Minimalstelle sein mit Wert 4.
Zusammenfassend: f ist von oben und unten unbeschrankt; 0 ist ein Maximalstelle
mit Wert 0 und 2 ist eine lokale Minimalstelle mit Wert 4. Der Graph ist wie folgt:

5/8
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(b) Der Definitionsbereich ist R. f ist periodisch mit Periode 27, d.h. Vo € R :
f(z) = f(x + 27), somit ist es genug nur = € [0, 27] zu betrachten. Vorzeichen:

f(x) >0 < sinz +v3cosz >0

<:}Slll{)i’>_\/§

COS ™

0, 271 U [57T 27T:| .

<:>tanx2—\/§<:>x€ 3 3

Die Ableitung ist f’(x) = cosz — v/3sin z, somit

() >0 & tanx < i@xe {O,W] U [77,271}.

V3 6 6

Wir folgern, dass f in {O, %} U {%’r, 27r} wachsend ist, und dass die kritischen Punkte
Z und T sind. Die zweite Ableitung ist f”(z) = —sinz — v/3 cos , damit schen wir,
dass

f"(r/6) = —2 < 0 = 7/6 lokale Maximalstelle, mit Wert 2,
f"(7r/6) =2 > 0 = 7w /6 lokale Minimalstelle, mit Wert — 2.
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Zusammenfassend: f hat globale Maximalstellen bei % + 2k, k € Z mit Wert 2 und
globale Minimalstellen bei %r + 2k, k € Z mit wert —2. Der Graph ist wie folgt:

1 G2

1/\ /
4
s
A
+ T
2T

(c) Der Definitionsbereich ist D = {z € R : z < 1}. Wichtige Grenzwerte:

lim f(r) =0, lim_f(r) = oo
Vorzeichen:
f(z) >0 2 >0.

Ableitung;:

, f— — p— L
fllxy=v1—z T
somit

2
f’(:v)zO@:rgg,

daraus folgern wir, dass f in (—oo, %] wachsend ist, und der einige kritische Punkt

x = % ist. Die zweite Ableitung ist

3x—4
" o
f ('I) - 4(1 . .73)3/2’
somit

2 2 2
1’ <3> = —3\2/§ =3 lokale Maximalstelle, mit Wert \9/3

Zusammenfassend: f is von unten unbeschrankt, und hat bei % eine global Maximal-
stelle mit Wert %. Der Graph ist wie folgt:



ETH Ziirich Analysis | D-INFK
F'S 2018 Losung von Serie 7 Prof. Dr. E. Kowalski
Y

7.6. Konvergenzbereich Wir betrachten die Potenzreihe > 72 j2". Aus der Vor-
lesung (oder Satz 3.7.4 in Struwes Skript) wissen wir, dass der Konvergenzbereich
dieser Reihe gleich (—1, 1) ist. Wir wissen auch, dass die Reihe fiir gegebenes r € (0,1)
gleichmaéssig auf [—r, r| konvergiert. Beweisen Sie, dass die Reihe nicht gleichméssig

auf dem ganze Interval (—1, 1) konvergiert.

Losung: Eine Folge von Funktionen (s,)pen mit s, :

gleichmassig gegen s : (—1,1) — R genau wenn

(=1,1) — R konvergiert

Ve >0 IN € Nsodass sup |s(z)—s,(x)]<e Vn>N.

ze(—1,1)

In unserem Fall sind s, (z) = S7¢_, 2% =

i) — Elas
() =50 = 1

und wir sehen sofort, dass
’ :C‘n—H

12|

z—1

Da dies fiir alle n € N gilt, haben wir

sup |s(x) —sp(z)] =00 VneN,
ze(—1,1)

171.71-&-1

1—x

und s(z) =

T Damit haben wir

und wir sehen, dass (s,)nen nicht gleichméssig auf (—1,1) gegen s konvergieren.


https://people.math.ethz.ch/~struwe/Skripten/InfAnalysis-bbm-8-11-2010.pdf

