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9.1. MC Fragen
(a) Sei f : R — R eine C*°-Funktion mit f(z) = f(—=) fir alle x € R. Dann gilt

v4| dﬂ e—of(x) = f(0) = 0 fiir 7 ungerade.
O 4]ocof(z) = f9(0) = 0 fiir i gerade.
O L |of(z) = fP(0) # 0 fiir i ungerade.
O 4 (z) = f@D(0) # 0 fiir i gerade.

(b) Sei f:R?* — R die Funktion, die durch

flz,y) =2° =y
definiert ist. Dann ist (0,0) € R? ein kritischer Punkt von f.
0O (0,0) € R? ist eine Minimumalstelle von f.
0O (0,0) € R? ist eine Maximalstelle von f.

K (0,0) € R? ist ein Sattelpunkt von f.

9.2. Eine Anndherung Sei [ : R — [-7,%], f(z) = arctan(z) die Funktion, so
dass

tan(f(z)) =z VzeR.

(a) Zeigen Sie, dass f € C°(R).

Losung: Wir wissen aus der Vorlesung, dass [—7, 7] > y +— tan(y) in der Klasse C*°
ist (sie ist eine konvergente Potenzreihe). Aus Satz 5.2.2 in Struwes Skript wissen wir,
dass
f(z) = _ VzelR
- tan'(f(2)) '

Daraus folgt, dass f in der Klasse C? liegt. Also liegt f in der Klasse C'. Um zu zeigen,
dass f in der Klasse C* liegt fiir jedes k € N, machen wir einen Induktionsbeweis.
Wir haben schon die Verankerung gezeigt. Unsere Induktionsannahme ist, dass f in
der Klasse C*~! liegt und wir miissen zeigen, dass dies impliziert, dass f in der Klasse
C* liegt. Also, dass f*~1 in der Klasse C' liegt. Wir haben
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Aus der Produkt-, Quotient-, und Kettenregel folgt, dass dies nur Glieder von Pro-
dukten, Quotienten und Kompositionen von

A =0 k-1 T an@), m=1... .k
o/ (@), 1=0,... T tan(z), m=1,...,

enthélt. Aus unserer Annahme (f liegt in der Klasse C*~!) folgt, dass f*~1 eine
stetig differentierbare Funktion ist. Somit ist f*~1) in der Klasse C*, da f ist in der
Klasse C* ist. Nun folgt, dass f in der Klasse C* liegt.

(b) Zeigen Sie, dass

f@ ()] <2 ¥ |z] < 10.

Losung: Wir haben

d? d? 1 d —2x 612 — 2
(3) _ _ v (- Y _ 2 _
fO) = def (z) = dx? <1+:L’2> - dx ((1+x2)2> N (1+22)3

Dies ergibt

600 —2 598
(1+100)3 1013

f®(=10) = f3(10) = € (0,1).

Nun berechnen wir, dass

d [ 6z*—2 —24z(2* — 1)
il = = —1,0,1
dz <(1+x2)3> At Vo rei-Loy

und

Da das Maximum von | f®||[_19,19] entweder ein kritischer Punkt von f® in (—10, 10)
ist oder gleich f(—10), f(—10) ist, haben wir die Behauptung gezeigt.

(c) Bestimmen Sie eine Anndherung ¢ € R zu f(3), so dass [c — f(3)] < 3.

Hinweise: Benutzen Sie eine Taylorannaherung.

Losung: Aus der Vorlesung (siehe auch Satz 5.5.1 in Struwes Skript) folgt, dass es
ein £ €]0, %[ gibt, so dass
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wobei

$2

Pyw) = (0) + F(O) + f(0) %,

=X

das Taylorpolynom zweiter Ordnung ist.! Unsere Anniherung ist somit

[~ P =

9.3. Newton-Verfahren Nahern Sie fiir folgende Funktionen mit dem Newton
Verfahren ein = € I an, das f(x) = 0 erfillt.

(a) f(z)=2>—-2, [=]0,2]
(b) f(xz)=arctan(z) —1, I=]0,2]
(c) f(z)=aze*—1, I=10,1]

Schreiben Sie im jeden Fall die Iterationsregel des Newton-Verfahrens auf und be-
stimmen Sie eine Annéherung y € I, so dass |f(y)] < 107'°. Wie viele Tterationen
brauchen Sie dafiir?

Losung: Errinern Sie sich, dass das Newton-Verfahren durch

I =T )
n

definiert ist. In R kénnen wir das Newton Verfahren wie folgend programmieren (hier
schreiben wir A fir f').

options(digits=20)

newton <-function(f,h,x) {

k <-0

while (abs(f(x))>1/10"10) {
k <- k+1

x <- x-f(x)/h(x)}

y <= 1:2

y[1] <=k

y[2] <- x

return(y)}

+ 4+ + + + + + 4+

!Bemerken Sie, dass das Taylorpolynom zweiter Ordnung in diesem Fall ein Polynom erster Ordnung
ist!
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(a) In diesem Fall haben wir h(z) = f/'(z) = 5z* und somit lautet das Newton
Verfahren

Wenn wir zy = % als Anfangspunkt benutzen ergibt

h <- function(x){return(5*x~4)}
f <- function(x){return(x~5-2)}
x <- 1/2

newton(f ,h,x)

den Vektor
(13 1.1486983549984590702) .

Somit braucht man 13 Iterationen und unsere Annéherung ist

x ~ 1.1486983549984590702 € 1.

(b) Fir f(x) = arctan(z) — 1 haben wir

1

ha) = /@) = 1

Damit ist das Newton-Iteration
Tpy1 = T, — (arctan(z,) — 1)(1 4 22).
In R schreiben wir

f <- function(x){return(atan(x)-1)}
h <- function(x){return(1/(1+x72))}
x <=1

newton(f,h,x)

was
(4 1.5574077243817869842)

ergibt. Somit braucht man 4 Iterationen und unsere Anndherung ist

x ~ 1.5574077243817869842.
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(c) Fir f(z) = ze® — 1 haben wir
h(z) = f'(z) = €* + xe®” = (1 + x).
Damit ist die Newton-Iteration

et — 1

Tpp] = Ty — ————————.
+1 eTn (1 + xn)
In R schreiben wir

f <- function(x){return(x*exp(x)-1)}
h <- function(x){return(exp(x)*(1+x))}
x <= 1/2

newton(f,h,x)

was
(4 0.56714329040978395113)

ergibt. Somit braucht es 4 Iterationen und unsere Anndherung ist

x ~ 0.56714329040978395113.

9.4. Eine glatte Funktion Sei f:R — R durch

1
e 22, fallsz >0

€T) =
/) {0, falls x < 0

definiert.

1
(a) Zeigen Sie, dass f € C*(]0,00]) ist und, dass f"™(z) = P,,(2)e” 2 gilt fir « > 0.
Dabei sind die P,, (m € NU{0}) Polynome.

Losung: Wir machen einen Induktionsbeweis. Fiir m = 0 gilt die Aussage offensicht-

1
lich mit Py = 1. Dies zeigt die Verankerung. Induktionsannahme: f(™(z) = P,,(1)e”2?
fir alle x > 0, wobei P, ein Polynom ist. Dann ist auch P/ ein Polynom und

d d 1 1

= r(m) - N2 ) — (_p/ (1)L V1) 7%

@) = 2 (Pl ) = (~Pab)d +2Pu(D) ) 5
Wenn z = % sehen wir, dass

~Pn()zm +2Pn(3) = —Pu(2)2" 4 2P(2)2"

ist, was wiederum ein Polynom in z ist. Somit haben wir den Induktionsschritt gezeigt.

5/7
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(b) Bestimmen Sie P, ..., Py.

Losung: Fir x > 0 haben wir

2 _1
flla) = ze

4—6x% _L
(2) — -
f (l’) - 1,6 e
4(6x* — 922 +2) _ L
f(3) (z) = 9 e o
6 4 2

Somit haben wir

(c) Zeigen Sie

) () —
lim ™ (z) = 0

fir alle m € NU{0}.
Losung: Da P, ein Polynom ist, gilt |P,,(z)| — oo fur |z| — oo und damit gilt

Pa(l) 28 o

wenn P, nicht konstant ist. Offensichtlich gilt auch

1
e a2 _>m¢0 0.

Da aber die Exponentialfunktion viel schneller wéachst als jedes Polynom, haben wir

1
M (z) = Py(x)e 22 =89

fir jedes m € NU {0}, was die Teilaufgabe 16st.

6/7
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(d) Folgern Sie, dass f € C*(R) ist mit ™ (0) = 0 fiir alle m € NU {0}.

Losung: f ist stetig differenzierbar sowohl auf dem Intervall [0, ool als auch auf dem
Intervall | — 0o, 0]. Wegen (c) haben wir

o SO = 1O () = 10)

10 t t10 t

Somit ist f € C*(R). f ist stetig differenzierbar sowohl auf dem Intervall [0, o], als
auch auf dem Intervall | — 0o, 0]. Wegen (c) haben wir
/ ol / ol

i 7B = FO) oy 8 = (0)

tl0 t t10 t
Somit ist f' € C'(R). Also, f € C*(R). Ein Induktionsargument zeigt nun, dass
f € C™(R) fiir alle m € NU {0}. Wegen (c) gilt offensichtlich f(™(0) = 0 fiir alle
m € NU{0}.



