Prof. Dr. T. Willwacher FS 2018

Analysis II: Vorgeloste Aufgaben Satz von Fubini, Integration im R"

Aufgabe 1 (Schwerpunktberechnung) Sei
A={(z,y,2) | r? <a?+y* +22 < R* 2> 0} CR

eine halbe Hohlkugel mit innerem Radius r > 0 und dusserem Radius R > r. Berechne den Schwerpunkt
von A. (Zur Definition des Schwerpunktes s. Aufgabe 1 in Serie 11.)

Losung: Wieder empfiehlt es sich, ein Bild der Menge zu zeichnen, oder ggf. sich die Menge
vorzustellen.

Links: Draufsicht. Rechts: 3D-Ansicht, gefragt ist der Schwerpunkt (nur) der oberen Halbschale.

Wir wollen die Integrale
Sf = / fd(xay,z)
A

mit dem Satz von Fubini berechnen, wobei fiir f entweder x, y oder z einzusetzen ist. Der Schwerpunktes
ist dann (S;,S,,S.) = %(sw7 Sy, Sz), wobei V' = s; das Volumen von A ist. Was man einfach sieht, ist
das fiir f = z,y der Integrand ungerade ist unter der Symmetrie (x,y, 2) — (—x, —y, z) von A. Deshalb
muss gelten s, = s, = 0, und wir miissen nur noch s, ausrechnen. Wir wollen dazu drei Losungswege
beschreiben:

Weg 1. Stumpfsinnige Anwendung von Fubini: Man muss zuerst entscheiden in welcher Reihen-
folge man integriert, d.h., wie der Satz von Fubini anzuwenden ist, um moglichst wenig Rechenaufwand
zu haben. (Dabei hilft Erfahrung und Ubung; generell will man moglichst symmetrische Schnitte haben.)
Hier integriert man mit Vorteil zunédchst tiber z,y, und dann iiber z. Wir miissen die Félle z € [0,7) und
z € [r, R] unterscheiden: Im ersten Fall ist A, ein Kreisring mit innerem Radius vr2 — 22 und dusserem
Radius v R?% — 22, im zweiten Fall eine Scheibe mit Radius v R? — 22. Also
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Wir finden also (s, sy, s.) = (0,0, 5 (R* — r)).

Fiir den Schwerpunkt muss man noch durch das Volumen des Korpers dividieren. Das Volumen der
Vollkugel vom Radius R ist %TFRB, wie in der Vorlesung gesehen. Das Volumen der (vollen) Kugelschale
ist also %W(R?’ —r3). Das Volumen der halben Kugelschale ist folglich %w(R?’ —r3). Wir erhalten also
fiir den Schwerpunkt

S 1 Sz 0
Sl =i (s )= o
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Weg 2: Sei
H,={(z,y,2) | 2* +y* + 2> < R? 2 >0} C R®

die halbe Vollkugel vom Radius p. Dann ist

szz/zda::/ zd(w,y,z)—/ zd(x,y, 2).
A Hp H

r

Wir berechnen zunéachst also mit Fubini

tp = /H zd(x,y,z) = /OP 2(m(p® — 2%))dz
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Daraus erhalten wir wieder

Weg 3. Kugelkoordinaten: Wir benutzen Kugelkoordinaten (p, 6, ¢), d.h
(x,y,2) = p(sin O cos ¢, sin O sin ¢, cos 0).
In Kugelkoordinaten wird unsere Menge A einfach zu
B={(p.6.6)|r <p<RO€0,5).6¢[2m).

Unser Integral wird also zu (s. Vorlesung néchste Woche)

Sz :/ zd(x,y,z) = /pcos@p sin0d(p, 8, ¢)
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Hier haben wir das Resultat aus der Analysis I benutzt:

3z 71 1 z 1
/ cos 0sin 0df = / = sin(20)df = ——cos(20) |3 = .
0 o 2 4 2

Bemerkung 1: In der vorhergehenden Version hatte es einen Fehler: Es ging vergessen, am Ende
durch das Volumen zu dividieren.

Bemerkung 2: Eine Teilaufgabe der Serie ist hier schon vorgelost, als Ausgleich fiir die gleiche
Serienldnge trotz 50% weniger Vorlesung in dieser Woche. Einen guten Auffahrts-Ferientag!



