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Analysis II: Vorgeloste Aufgaben: Satz vom regularen Wert

Aufgabe 1 Sei r € (0,1). Zeige, dass der Torus

2
M={(z,y.2) eR*| (VaZ 47 —1) +2% =17

eine Untermannigfaltigkeit des R? ist. Bestimme auch den Tangentialraum im Punkt a = (1 + %, 0, %)
Was passiert fiir r = 17

Losung: Es hilft, sich wenn méglich eine Zeichnung anzufertigen.

Der Radius der “Rohre” ist hier r, der Abstand des Mittelpunktes dieser Réhre vom Ursprung des
Koordinatensystems ist 1.
Wir wollen den Satz vom reguléren Wert anwenden. Die Menge M ist die Niveaumenge der Funktion

fay )= (VETE 1) +22

zum Wert 72 < 1. Hier ist zunéchst zu beachten, dass f nur auf U = (R?\ (0,0)) x R stetig differenzierbar
ist, da die Funktion (z,y) — /22 + y? nicht differenzierbar ist im Ursprung. Es ist klar, dass M C U
eine Untermenge von U ist, da fiir (z,y) =0 (und r < 1) die Gleichung

r? = f(z,y,2) = (0— 1) + 2% =14+ 22(> 11)

keine Losung hat. Wir kénnen also die stetig differenzierbare Funktion f : U — R betrachten, mit
M = f=1(r?).

Als zweites wollen wir zeigen, dass 72 ein regulirer Wert von f ist. Wir berechnen dazu (auf U) die
Ableitung

f’(x,yJ):(?(\/m—l) = (VPP ) 22).

Wir miissen zeigen, dass fiir alle (z,y,2) € M die 1 x 3-Matrix f’(z,y,2) eine surjektive Abbildung
beschreibt, also in diesem Fall einfach f'(x,y,z) # 0 gilt. Am einfachsten geht dies in diesem Beispiel,
indem man die 2-Norm der Ableitung berechnet:
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Dies ist auf M offensichtlich gleich r2, also ungleich null. Damit kénnen wir den Satz vom reguliren
Wert anwenden und folgern, dass M (fiir r € (0,1)) tatsichlich eine Untermannigfaltigkeit des R3 der
Dimension 3 — 1 = 2 ist.

Der Tangentialraum ist einfach der Kern von f’, also in unserem Fall
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Fiir die Berechnung des Kerns einer Matrix sei auf die lineare Algebra Vorlesung verwiesen. Der Kern
hier ist zweidimensional, eine Basis ist z.B. gegeben durch die Vektoren
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Betrachten wir zum Schluss noch den Fall » = 1. Hier ist die obige Herleitung nicht giiltig, da nun
(0,0,0) € M liegt, aber nicht in U. Oder anders ausgedriickt, die Funktion f ist nicht C* in einer
Umgebung von M, man kann also den Satz vom regulédren Wert nicht anwenden. Tatséachlich ist M fir
r = 1 keine Mannigfaltigkeit. Wenn M eine Mannigfaltigkeit wire, hatte M Dimension 2, da in Punkten
ungleich (0,0,0) die Rechnung oben ihre Giiltigkeit behélt. Aber dann gébe es nach dem Satz aus der
Vorlesung eine Umgebung U von (0,0,0), so dass M N U die Nullstellenmenge einer C''-Funktion g ist
mit Vg(0,0,0) # 0. Der Vektor N = Vg(0,0,0) ist dann Normalenvektor zu M in (0,0,0). Da M
rotationssymmetrisch ist bzgl. Rotationen um die z-Achse muss dies auch fiir den Vektor N gelten, also

0
N=X|0
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fiir ein \ # 0. Der Tangentialvektor fiir jede C'*-Kurve in M durch (0,0,0) muss senkrecht auf N stehen.
Aber die Kurve y(t) = (1 — cost,0,sint) hat in ¢ = 0 den Tangentialvektor

Dieser ist offensichtlich nicht orthogonal zu N, womit wir einen Widerspruch zur Aussage haben, dass
M eine Mannigfaltigkeit ist.

Bemerkung: Der Beweis, dass eine Menge keine Mannigfaltigkeit ist, ist of schwieriger als der
umgekehrte Fall. Man muss dazu je nach Fall ein Argument ausdenken. In der Priifung werden héchstens
einfache Fille auftreten, der obige wére schon eher zu schwierig fiir die Priifung.



