PrOF. THOMAS WILLWACHER Analysis IT (D-ITET) FS 2018

Musterlosung Serie 6

1. Eine Abbildung V; x ... x V,, — W heisst multilinear, wenn sie linear in jedem Argument
ist. Im Fall n = 1 sind dies gerade lineare Abbildungen, im Fall n = 2 heissen sie bilinear.
(Hier seien die V; und W endlich dimensionale Vektorrdume iiber K = R oder = C.)

(a) Entscheide, ob die folgenden Abbildungen multilinear sind:
L ffR>R, fz)=x+1
i fi R RPT R F(X,Y) = AXBYC,
wobei A, B, C (fest gewdhlte) (n x n)-Matrizen sind.
i, f(z) = o]
iv. () = |Js]
v. f(x,y,2) = (z,y x 2) mit x,y, 2 in R3, (,)=Skalarprodukt
n-mal
———
(b) (Polarisationsformel) Jeder Multilinearform f: V x ... x V — W kann man eine Funk-
tion
F:v-w

zuordnen durch
F) = f(v,v,...,v)
F ist eine polynomiale Funktion, homogen vom Grad n.

Ist umgekehrt F': V' — W polynomial und homogen vom Grad n, so kann man eine
symmetrische Multilinearform (die Polarisation von F) definieren durch

10 0

POlF: Vx...xV — W, POIF(’U17...,'Un) = E@if;l cee ﬁ
: nlty=...=t,=0

F(t1U1+. . +tnvn)

Zeige, dass dann gilt
F(v) = Polgp(v,...,v). (1)
(c¢) Berechne jeweils den Grad und die Polarisation der folgenden homogenen polynomialen
Funktionen
i. X — tr(X?) fiir X eine (n x n)-Matrix
ii. F:R? - R, F(r,y) =>4+ 2zy+ 9>
iii. X +— det(X) fiir X eine (n x n)-Matrix
(d) Berechne die Ableitungen der Funktionen in 1.(c) i. und ii. unter Benutzung von (1)
und der Produktregel aus der Vorlesung.

Loésung:

(a) i ...ist nicht (multi)linear, unter anderem da f(0) # 0.
ii. ...ist bilinear, da fiir alle A € R sowie fiir alle M € R™*" gilt:
JOX,Y) = Af(X,Y) = f(X,\Y)
sowie (X +M,Y)=f(X,Y)+ f(M,Y) und f(X, Y+ M) = f(X,Y)+ f(X,M).
iii. ...ist nicht multilinear auf R™ fiir n > 0, da fiir einen Vektor x mit ||z|| > 0 gilt

f@—a) = f(0) = 0#£2||al| = f(x) + f(—2).



iv. ...ist aus analogen Griinden nicht multilinear auf R™ fiir n > 0.
v. ..ist als Verkniipfung der multilinearen Abbildungen Skalar- und Vektorprodukt
wiederum selbst multilinear.

(b) Berechne:

1 0 0
PO]F(’U,...,’U): Eaitlaitn _— :OF(t1U+...+tnU)
1 9 0
= — 0= F((t R S Y
n! 0t; Oty t1=...=t, =0 (( L - )U)
1 0 0
= —— " — t e )V F
Bt B, T T )

Hier haben wir ausgenutzt, dass F'(v) homogen ist vom Grad n, also F(Av) = A" F(v).
Wir rechnen weiter:

1o 0 1
= —_—— e ——— n— —nl =
C=FO) g L (b4 + )" = F() —nl = F(v)

() i F(X) = tr(X?) ist ein Polynom und homogen vom Grad 3. Bei der Berechnung
von F(t1 X7 +1t2 X2 +1t3X3) interessieren uns nur die Terme, in denen jedes t; gerade
einmal vorkommt. Da die Spur-Abbildung linear ist, erhalten wir

1
POIF(Xl, Xo, Xg) = 6 tI"(XlXQXg + X1 X3X9 + Xo X1 X3
+ Xo X3 X1 + X3 X1 X0 + X5X2X4).
ii. F(z,y) = (z + y)? ist offensichtlich ein Polynom und homogen vom Grad 2.
(F(\z,\y) = A\2F(z,y)). Wir berechnen
F(tizy + towa, tiys + taya) = (t1 (21 + y1) + ta(z2 + 32))°
= t](x1 + y1)” + 2t1ta(x1 + y1) (w2 + y2) + 3 (22 + Y2).
Ableiten nach ¢; und ¢y “wahlt” offensichtlich gerade den mittleren Term aus, so

dass
Polr((z1,91), (22, y2)) = (21 + y1) (22 + y2)

iii. Die Determinante ist per Definition ein Polynom in den Matrixeintragen. Wegen
det(AA) = A" A ist sie homogen vom Grad n.
Seien nun Ay, ..., A, n x n-Matrizen. Wir schreiben A; = (a;1 ... a;,) wobei a;; €
R™ die j-te Spalte von A; ist. Wir benutzen aus der linearen Algebra, dass die
Determinante linear ist in jeder Spalte separat. Wir erhalten daher

det(t1A1 + ...+ tnAn) = Z . Ztil s tin det(aill . ainn)
i1 in

Fiir die Polarisation suchen wir darin genau die Terme, fiir die jedes t; genau einmal
vorkommt. Diese Terme sind aber

t1--tp Zdet(ag(l)l e ag(n)n),
wobei die Summe iiber alle Permutationen ¢ von 1,...,n lauft. Wir erhalten also

1
POldet(Ala RN An) = ] Z det(aa(l)l...aa(n)n)



2.

) i

ii.

Wir betrachten zuerst X, und X3 als fix und berechnen das Differential der Abbil-
dung

POI(',XQ,Xg) —R
X1 > POIF(Xl,XQ,Xg)

an einer beliebigen Stelle X; € R"*"™. Wegen der Linearitit dieser Abbildung ist
dies gegeben durch

DP01F<~7X2,X3>X1 R™" 5 R
A POIF(A,XQ,Xg).

Ebenso sind die Differentiale mit X5 respektive X3 als Variable gegeben durch
A — Polp(Xi,A,X3) und A — Polp(X;, X2, A). Um nun das Differential der
Funktion F' an einer Stelle X zu berechnen, miissen wir nach der Kettenregel
lediglich alle diese Differentiale an der Stelle X; = X auswerten und addieren:

DFx : R™™ R
A POIF(A,X,X) + POIF(X, A,X) + POIF(A,X,X)
=3tr(AX? + XAX + X?4),

wobei wir im letzten Schritt erneut die Linearitdt der Spur ausgenutzt haben.

Wir schreiben F' als Verkniipfung v +— (v,v) +— Polp(v,v). Ableiten liefert die
beiden Differentiale

To + Y2
1 010 To + Y2
(0 1 0 1) und 1+
1+

Matrixmultiplikation sowie Einsetzen von x1 = 2 = x, y1 = yo = y liefert wie

2z 4 2y
erwartet ( 2 + 2 ) .

(a) Sei f: U C R™ — C eine C?-Funktion und ¥ = (¥y,...,¥,,): V C R" — U zweimal
stetig differenzierbar. Sei Hy = f” die Hessesche Matrix von f. Zeige, dass fiir die
Hessesche Matrix von F := f o U gilt (fiir a € V):

Hp(a) = Hyow(a) = (V) Hpway(¥) + > 9, f(¥(a))Hy,, (a) (2)
j=1

Schreibe ausserdem die obige Formel in Komponenten:

82

m(f(\l,l(ml,...,.’I;n>7...7\I’m(.’L‘1,...7$n)) = ...

(b) Die auf R? definierte Funktion F sei in Polarkoordinaten gegeben durch F(r, ¢) = r3e'?.
Finde einen Ausdruck f(z,y) fiir diese Funktion in Euklidischen Koordinaten. D. h.
finde f(x,y) so, dass F(r,¢) = f(rcos¢,rsing), also F = fo ¥ mit U(r,¢) =
(r cos ¢, Tsin ).

Berechne dann die Hesseschen Matrizen von f und F in (z,y) = (1,0) (bzw. (r,¢) =

(1,0

Loésung:

)). Setzte das Ergebnis in (2) ein und verifiziere so Deine Rechnung.



(a)

3. Sei

Wir schreiben die Komponenten in U als y1,...,Ym, d.h. f = f(y1,...,ym). Wir be-
zeichnen mit © = (x1,...,2,) und ¥y = (y1,...,ym) die Ortvektoren, wo benétigt.
Zuerst berechnen wir mithilfe der Kettenregel die komponentenweise Darstellung. Es
gilt zuerst fiir die erste Ableitung:

0 0
8xi(fo\11)(x): 8xif(\ll(x17...,xn),...,\Ilm(xh...mn))
— )G (b G

- I
=Y L

i1 CYk Ox;

und damit dann fiir die zweite Ableitung, mit Produkt- und Kettenregel:

92 T 9%f a\pk o, & a?q/k
U)( ) .
00z, (o kgl YOy (¥(z) axz 8xj Z Byk &vzaxj

Damit folgt auch der erste Teil der Aufgabe, indem wir die entsprechenden Matrizen
komponentenweise schreiben.

Wegen der Eulerschen Formel e’ = cos ¢+ sin ¢ ist hier F(r, ¢) = r3¢!® = r2(r cos ¢+
irsing), also f(z,y) = (2 +y?)(z +iy) Wir berechnen zuniichst die Hesseschen von f
und F direkt

(622 +2iy 2(iz +y) e [ 6 3ir?
Hf(l’,y) - <2(Z$+y) 6’Ly+2.’17 HF(T',(ZS) =e€ 3’&"/"2 _,r3

Auswerten in (1, ¢) = (1,0) bzw. (z,y) = ¥(1,0) = (1,0) ergibt:

Hy(1,0) = (2(1 221) Hp(1,0) = (3(3 321>

Um Formel (2) zu iiberpriifen, brauchen wir noch folgende Berechnungen, wobei wir
jeweils zuerst ableiten und dann bei den Stellen (x,y) = (1,0) respektive (r,¢) = (1,0)

auswerten:
o cos¢ —rsing 1 0
~ \ sing rcos¢ 0 1
(0 —sing \_[0
Hq'l_( —sin ¢ —rcos¢>>_<0 -1 )

_ 0 cos ¢ 0 1
H\Ilz_(cosgb rs1n¢> < 10 >
Ouf = 2u(x +iy) + (2 + ) = 3

Oyf =2y(z +iy) +i(2” +y°) =

Einsetzen in die in die Formel (2) ergibt dann

(s 5)=(o0)(a %) Co1)es(o 4)i(i )

und man sieht, dass dies korrekt ist.

flx,y) == Sin(fi%(y)) und  g(z,y) == { z’i)bi{yg falls (z,y) # (0,0)



(a) Berechne Oyq f, Oyyf, Opyf und Oyg f.
(b) Berechne 0,49, 0yyg, Ozyg und 0y,g. Untersuche insbesondere den Punkt (0, 0).
(c) Begriinde das Resultat aus (b).

Losung:
Erinnern wir uns an den Satz von Schwarz:
Satz 1 Die Funktion f(x,y) besitze in (xq,y0) € R? die partiellen Ableitungen Oy f(z0,0),

Oy f(x0,y0) und Ogy f(x0,y0). Sind Opf, Oyf und Ogyf stetig in (xo,yo), so existiert auch
Oya f(0,Y0) und es gilt

Oy f (20, Y0) = Ouy f (0, Y0)-

(a) Sei f(x,y) = sin(@® tan(®) Wir herechnen fir alle (z,y) € R?

1422
O, f(.y) = 2ztan(y)(1+« )cos((ai" jz;r;()gé)) — 2z sin(x tan(y));
cos(x? tan an?(y))x?
0y f(,y) — (27t (yl))ilxjt (y)z*

Daraus folgt

8z%sin (22 tan(y)) _ 2sin (z* tan(y)) B 8% cos (x? tan(y)) tan(y)

(1+22)° (1+22)° (1+22)°
2 cos (332 tan(y)) tan(y) - 422 sin (:1:2 tan(y)) tan2(y)
1 + LC2 1 + {EQ )
B,y f (2, y) = —sin(? tan(y)) (1 + tan(y))?z* _Eimigos(mz tan(y)) tan(y)(1 + tan®(y))
und

—223 tan(y) sin(2? tan(y)) + 22 cos(z? tan(y))
1+ 22

Oyef(2,y) = (1 + tan’(y) [

B 223 cos(x? tan(y) }
(1+22)2

Mithilfe von Satz 1 folgt
aymf(xay) = azyf(xa y)
(b) Sei nun
2 falls (2, y) # (0,0)
= 24y ’ )
9(@,) { 0 falls (z,y) =

Fiir (z,y) # (0,0) berechnen wir

(22 + y2)y® — 220295 B — a2y

8£g(‘ra y) = (1’2 + y2)2 = ($2 + y2)2;
3y*(2° +y?) — 2z
ayg(l', y) = (I2 + y2)2

Daraus berechnen wir
=22y (2% 4+ y?)? — da(z® + y?) [y° — 2?97
(22 + 2)4
(22 4+ 9?)? [6ya® + 12y° — 8z — 43| — dy(2? + ¢?) [3y? (22 + ¢?) — 229" ]
(22 + y2)1

Ozag(z,y) =

3yyg(l‘, y) =



Fiir (x,y) # (0,0) folgt weiter mit Satz 1

Oyag(T,y) = Ouy f 2, y) = (22 + )% [5y* — 3229%] — dy(a2 + 2) [v° — 22y°] |

(22 + y2)*

Es bleibt der Punkt (0,0) zu untersuchen. Fiir 2 = 0 und y # 0 folgt
_ oo 9(hy) —g(0,0) Lyt

Org(z,y) = Jimy h = Jim, R

Fiir (0,0) folgt
g(hv 0) — g(oa 0)

=0.
h

0:9(0,0) = lim
Zusammenfassend folgt also
9z9(0,y) =y VyeR

Sei nun umgekehrt y = 0 und « beliebig. Wir berechnen, falls z # 0

. g(x,h)—g(a?,()) : J)h2
= 1 =
o h ey 2 + h? 0

(’)yg(x, O) = }IL

Im fall z = 0 folgt

=0.
h

= 1.
9y9(0,0) hli%
Also folgt
Berechnen wir nun die Ableitungen 2. Ordnung in (0,0) folgt sofort

amyg(oa O) =1#0= aymg(oa 0)

(¢) Der Satz von Schwarz lisst sich offensichtlich nicht fiir beliebige Funktionen verwenden.
In unserem Fall ist die partielle Ableitung d,g(z, y) offensichtlich unstetig in (0,0), denn

iig}) Oyg(x,0) =0#3 = ?}% 0y9(0,y).

Also miissen alle Vorraussetzungen von Satz 1 erfiillt sein, damit man ihn anwenden
kann. Ist eine Vorraussetzung nicht erfiillt hat die Aussage nicht unbedingt Giiltigkeit,
wie die Funktion in b) beweist.

4. Sei U C R” eine offene Teilmenge und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion. Ein kritischer Punkt z¢ von f heisst nicht degeneriert, falls det(f” (zq)) # 0 gilt. Zeige,
dass alle nicht degenerierten kritischen Punkte isoliert sind. d. h. jeder nicht degenerierte
kritische Punkt besitzt eine Umgebung, die keine weiteren kritischen Punkte enthélt.

Tipp: Wende das Inverse Funktionentheorem auf die Funktion Vf: U — R™ an.

Losung:
Die Ableitung der Funktion g(x) := Vf(z) ist gegeben durch
0, 91(x)  Opyq1(x) -+ Op,q1(2)
O,92(x)  Opy92(x) -+ Op,92()
dg(x) = : : - :
02,9 (%) O2y9n(x) -+ Oz, gn(¥)
02,0z, f(¥)  Opy0u, fz) +++ 02,04 f(2)
Oz, Opy () O0pyOpy f(x) -+ Op, O, f(x
= .() .()_ .() =d’f()




Sei nun zg € U ein nicht degenerierter kritischer Punkt von f. Aus det(d? f(z)) # 0 folgt mit
obiger Rechnung, dass dg(zo) invertierbar ist. Wir koénnen also das Inverse Funktionentheo-
rem auf g an der Stelle zy anwenden. Dieses besagt, dass offene Umgebungen o € V' C U
und 0 = g(zg) € W C R” exisiteren, sodass die Einschrénkung

g‘v:V%W

ein C!-Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist die Einschrinkung g|y injektiv und fiir alle
x € V mit x # z¢ gilt

V() = g(x) # g(0) = 0.
Folglich besitzt f in V keinen anderen kritischen Punkt ausser zy und das zeigt die Behaup-
tung.

. Sei A = (aij)1<i,j<n €ine symmetrische, reelle n x n Matrix. A heisst positiv definit wenn fiir
alle v # 0 in R™ gilt: vT Av > 0, und negativ definit wenn fiir alle v # 0 in R" gilt v7 Av < 0.
(Dies ist dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte von A positiv, bzw. negativ sind.) Definitheit
kann man mit dem folgenden Kriterium tiberpriifen.

(Sylvesters Kriterium) Sei Ay := (a;5)1<i j<k der obere k x k Block von A, und sei d =
det(Ag) fir k=1,...,n.

(1) Dann ist A positiv definit genau dann wenn dy, > 0 fir k = 1,...,n.

(2) A ist negativ definit genau dann wenn d; < 0, de > 0, d3 < 0, dq > 0, etc. gilt.

(a) Benutze das Kriterium um die folgenden Matrizen auf positive bzw. negative Definitheit
zu lberpriifen.

(2 1)

. ( ;1 _‘”1 ) in Abhingigkeit von z.

iv. ( Z ZC) ), in Abhéngigkeit von a, b, c.

(b) Zeige (2) in Sylvesters Kriterium unter Benutzung von (1).

(c) Zeige, dass eine positiv definite Matrix positive Determinante hat ohne Sylvesters Kri-
terium anzuwenden. (Hinweis: Wie ist die Determinante durch die Eigenwerte ausge-
driickt?)

(d) Zeige, dass falls A positiv definit ist, Ax auch positiv definit ist und folgere damit und
mit 5¢) die Richtung “=” von (1).

(e) Beweise Sylvesters Kriterium (es fehlt noch Aussage (1), “<”) durch Induktion iiber n.
Gehe fiir den Induktionsschritt n — n + 1 wie folgt vor:

Ay

i. Wir schreiben die (n+1) x (n+1)-Matrix A als T . Wir setzen v := — A, 'a

a
b n
An

und P = ( Loxn v ) Zeige, dass dann gilt PTAP = ( 0

0 1
ii. Zeige, dass ¢ > 0. (Hinweis: det(A) = det(PT AP).)
iii. Folgere daraus, dass A positiv definit sein muss.

2>ﬁireinc€R.

Schlussbemerkung: Sylvesters Kriterium wie oben ist verwendbar zur Bestimmung der Defi-
nitheit, nicht aber fiir die Semidefinitheit einer Matrix. Mit einer leichten Abwandlung (alle
Hauptminoren haben Determinante > 0) kann man auch die positive Semidefinitheit zeigen,
dies soll jedoch hier ausser Acht gelassen werden.

Lésung:



(b)

(e)

i. dy =2, dy =det A =1 und damit ist die Matrix positiv definit.

ii. dy =2, dy =5, d3 =det A =4 und damit ist die Matrix positiv definit.

iii. di = —1, do = 1 — 22. Die Matrix ist in keinem Fall positiv definit, sie kann aber
negativ definit sein und zwar genau dann wenn do > 0, d.h. 1 — 22 > 0 respektive
x € (-1,1).

iv. di = a, do = ac — b?. Damit die Matrix positiv definit ist muss gelten, dass d; =
a > 0 und dy = ac — b? > 0, d.h. bei fixiertem a > 0 und beliebigem b muss fiir ¢
gelten: ¢ > %. Damit die Matrix negativ definit ist, muss gelten, dass a < 0 und

wiederum bei beliebigem b: ¢ < % (beachte das Vorzeichen, da a < 0).

Beachte, dass wenn A die Eigenwerte A1, ..., A, hat, so hat —A die Eigenwerte —\q, ...,
—Ap und damit ist eine Matrix negativ definit genau dann, wenn das Negative der
Matrix positiv definit ist. Die Aussage folgt dann, wenn man verwendet, dass fiir eine
k-dimensionale Matrix B und eine reelle Zahl r gilt det(rB) = r* det B.

Sind Aq,..., A\, die Eigenwerte einer Matrix A, so gilt det A = A\; -...- A\, und wenn
alle Eigenwerte positiv sind, so ist diese Determinante positiv.

Ist A positiv definit, so bedeutet dies, dass v Av > 0 fiir alle v # 0. Dies gilt ins-
besondere fiir alle v, die nur in den ersten k Eintrdgen nicht verschwindende Eintrage
haben und sonst 0 sind. Wenn wir einen solchen Vektor v = (w,0,...,0) betrachten,
wobei w € R¥, so ist schnell ersichtlich, dass v7 Av = w? A,w. Diese sind alle positiv,
wenn A positiv ist und damit ist Ay positiv definit. Mit Aufgabe 5¢) folgt dann, dass
det A, > 0. Da dies fiir alle k¥ < n gilt, haben wir “="” von (1) gezeigt.

i. Mit direktem Rechnen ergibt sich:

A 0
T o n
PAP_(UTAn—i—aT UTAnv+vTa+aTv+b>'

Setzen wir die Definition von v ein und nutzen aus, dass AT = A, dann sehen wir,
dass vTA, +a’ = —aTA;TA, +aT = —aTA; 1A, +a” = 0. Den Wert im letzten
Eintrag der Matrix definieren wir als c.

ii. Mit dem Hinweis gilt 0 < det A = det PTAP = cdet A,, = cd,,. Nach Vorausset-
zung ist d,, > 0 und damit muss auch ¢ > 0 gelten, damit cd,, > 0.

iii. Um zu zeigen, dass A positiv definit ist, miissen alle Eigenwerte positiv definit sein.
Mit der Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass A, positiv definit ist (da die

Determinanten der Minoren von A,, genau die dy,...,d, sind) und damit positive
Eigenwerte Aq1,...,\, hat. Nach der Aufteilung im vorherigen Teilschritt wissen
wir damit, dass die Eigenwerte von A genau \q,...,\,,c sind und diese sind alle
positiv.



