PrOF. THOMAS WILLWACHER Analysis IT (D-ITET) FS 2018

Musterlosung Serie 7

1. (Kugelkoordinaten)

Betrachte die folgende Abbildung (Kugelkoordinaten auf dem R?)

®: Ry x (0,7) x R — R3
(r,0,¢) — (rsinf cos , rsinfsin p, r cos b).

Zeige, dass diese Abbildung ein lokaler Diffeomorphismus ist, und berechne die Ableitung
(Jacobi-Matrix) der Umkehrabbildung.

Losung:
Die Jacobi-Matrix von ® selbst lautet
sinfcosyp rcosfcosy —rsinfsing

Jo =d®(r,0,p) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosgp
cosf —rsinf 0

und besitzt die Determinante r2sin@. Da 7 > 0 und 6 € (0, ), gilt 7?sin6 # 0, also ist ®
lokal invertierbar. Es gilt:

sin 6 cos ¢ sin @sin ¢ cosf
1 0(r,6,¢) 1 1 ; 1
J ="~ =|jcosflcosp cosfsing —_sind
6(5531,/72) _1sing 1cosyp 0
T sin 6 r sin 6

Oder in kartesischen Koordinaten (wobei r = /22 + y2 + 22):

z ¥ z
T r r

Tz yz —(2*+y?)
7n2\/3162_i_yz 7"2\/;82+y2 r2 \/x2+y2

0

_ x
x2 +y2 2 +y2



2. (Babylonischer Algorithmus zur Bestimmung von v/2.)
Zeige: Fiir jedes zg € [1,00) konvergiert die Folge (x,,) mit

1 " 2
Tpy1 = = | Tn +—
+ 2 Ty
gegen v/2.

Wende zum Beweis den Banachschen Fixpunktsatz an auf die Funktion g(z) = % (x + %)

Zusatzaufgabe: Zeige, dass die obige Fixpunktiteration fiir alle Startwerte zg > 0 gegen
v/2 und fiir alle Startwerte xo < 0 gegen —+/2 konvergiert.

Bemerkung: Dies ist ein Spezialfall der Newton-Iteration

Tt T )
n

zur Lésung der Gleichung f(x) =0, in unserem Fall mit f(z) = 2 — 2.

Loésung:

Wir zeigen zunéchst, dass g auf [1,00) eine Kontraktion ist. Fiir z,y € [1, 00) gilt

Nun gilt 0 < ﬁ < 1 und somit —% < (% — I—ly) < % Demnach erfiillt g die Voraussetzungen

des Banachschen Fixpunktsatzes. Ausserdem ist x = % (a: + %) dquivalent zu 22 —2 = 0 (da
x #0), was auf [1,00) genau die Losung = = /2 besitzt.

Sei nun zy > 0. Dann ist entweder zg > 1 und wir sind im obigen Fall. Oder es gilt
0 < g < 1. Dann ist aber mi > 1 und insbesondere z; > 1, wir sind also nach dem ersten
Iterationsschritt wiederum im obigen Fall.
Der Fall zy < 0 ist analog/symmetrisch.
3. Sei U C R eine offene Teilmenge welche den Ursprung enthélt und
B:U — R™™"

eine stetig differenzierbare Funktion mit B(0) = 1. Zeige: Es existiert eine offene Teilmenge
0 € V C U und eine stetig differenzierbare Abbildung A : V' — R™*"™ mit

A?%(x) = B(xz), fiir alle z € V.

Die Abbildung A(z) heisst Wurzel der Abbildung B(x).

Hinweis: Wende das Inverse Funktionentheorem auf die Funktion g : R™*™ — R"*" ¢(A) =
A2, an der Stelle A =1 an.

Losung:
Die Funktion g : R"*" — R™"*" ¢(A) = A?, ist stetig differenzierbar mit der Ableitung

dq(A) : R™*™ — R™*", dg(A)C =CA+ AC.
An der Stelle A =1 erhalten wir

dg(1) : R™™ 5 R™" dq(1)C = 2C.



Da dq(1) offenbar ein Isomorphismus ist, kénnen wir den Umkehrsatz anwenden. Dieser
besagt, dass offene Umgebungen 1 € Wy C R™*™ sowie 1 = ¢(1) € Wy C R™*™ exitieren,
sodass die Einschrankung

Q|W1 W — Wy

ein C'!'-Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist die Umkehrabbildung
(q|W1)71 Wy — Wy

wohldefiniert und stetig differenzierbar. Da die Abbildung B : U — R™*"™ stetig ist, ist die
Menge
V=B Y (W,) :={x € U|B(x) € Wy}

eine offene Teilmenge von U. Ausserdem gilt 0 € V', da B(0) = 1. Definiere nun
ALV =RV A(x) = (glwy) 7 (B()).

Als Verkettung von stetig differenzierbaren Funktionen ist A(x) stetig differenzierbar und
erfiillt offenbar die Gleichung A(z)? = B(x)

. Zeige, dass das Gleichungssystem

22 +uy+e’ =0

2z +u? —uww =5
in einer Umgebung des Punktes (9, o) = (2,5) € R? eine eindeutige Losung (u(x,y), v(z,y))
mit den folgenden Eigenschaften besitzt: Es gilt u(2,5) = —1, v(2,5) = 0 und die Abbildung

(z,y) — (u(z,y),v(z,y)) ist stetig differenzierbar. Berechne zusétzlich die Ableitung dieser
Funktion im Punkt (—1,0).

Hinweis: Wende das Implizite Funktionentheorem auf die Funktion

2 v
.4 2 . - t+uy+e
F:R* — R, F(x,y,u,v)<2x+u2_m)_5)

an der Stelle (2,5,—1,0) an.

Losung:

Wir wenden das Implizite Funktionentheorem auf die Funktion

2 v
. o4 2 . T+ uy +e
F:R* - R7, F(m,y,u,v)—<2x+u2_uv_5>

an. Es gilt F(2,5,—1,0) = 0 und die Rechnung

a(u’v)F(x,y,u,v) = ( Y ‘ ) ) a(u,v)F(2757_1a0) - <_52 1)

2u—v —u

zeigt, dass O(y,)F'(2,5, —1,0) invertierbar ist. Es folgt nun aus dem Impliziten Funktionen-
theorem, dass eine Umgebung U C R? von dem Punkt (2, 5) zusammen mit einer Abbildung

¢:U—=R>  o(x,y) = (u(z,y),v(z,y))

existiert, fiir welche ¢(2,5) = (—1,0) gilt und F(z,y, ¢(x,y)) = 0 fir alle (z,y) € U erfiillt
ist. Mit der Kettenregel erhalten wir

0= a(m,y)F(‘Ta Y, ¢(I7 y)) = a(a:,y)F(zv Y, ¢(I7 y)) + 6(U,U)F(I7 Y, ¢(:Ca y)) © a(m,y)¢(xa y)



und somit

dé(2,5) = =0 F(2,5,—1,0)" 10, F (2,5, —1,0)
(5 1\ (4 -1
— o \—2 1 2 0
_ol/1 -4 -1\ 12 -1
— 7\ s5)\2 o) 7l18 -2

5. Entscheide, ob die folgenden Mengen M Untermannigfaltigkeiten sind. Wenn ja, bestimme
ausserdem deren Dimension und Tangentialrdume.

(a) M= {(z,y) € R* xR*|[|a|| = 1, [ly — || = 1}
Hinweis: Wende den Satz vom reguldren Wert auf die Funktion F : R3 x R® — R2,
F(z,y) == (||z||?, ||z —y||?), an. (Die Quadrate erleichtern die Rechnung und sind nicht
unbedingt erforderlich)

(b) M :=SL(n,R) :={A € R*"*"| det(A) = 1}.
Hinweis: Die Ableitung ddet(A)B = tr(adj(A)B) wurde bereits in Serie 5, Aufgabe
4.(c), berechnet.

(c) M :={(z,y) € R? |y = 0}.
Hinweis: Was passiert mit der zusammenhingende Menge M N B.(0), wenn wir den
Ursprung (0,0) entfernen? Ist so ein Verhalten fir Untermannigfaltigkeiten mdglich?

(d) M = {(z,y) € R? |22 —y? — 2* = 0}.

Loésung:
(a) Wir betrachten die Funktion F : R? x R? — R?
F(z,y) = ([l [ly — «[]?) = (2% + 23 + 23, (y1 — 21)” + (g2 — 22)* + (y3 — 23)?)
Dann gilt M = F~1(1,1). Die Ableitung von F ist gegeben durch

2x9 219 213 0 0 0
v —y1) 2(x2 —y2) 2(w3—wys) 2(y1 —71) 2(y2 —w2) 2(ys —x3) )

dF (z,y) = ( 2

Sei nun (x,y) € M: Aus 23 +23+123 = 1 folgt, dass die erste Zeile von dF(z,y) ungleich
0 ist, und aus (y; — 1)+ (y2 —22)* + (y3 —23)% = 1 folgt, dass alle Eintriige der zweiten
Zeile nicht verschwinden. Insbesondere sind beide Zeilen linear unabhéngige Vektoren,
rk(df (z,vy)) = 2 und df (z,y) ist surjectiv. Da dies fiir alle (z,y) € M = F~1(1,1) gilt,
ist (1,1) ein reguldrer Wert von F. Aus dem Satz vom reguldren Wert folgt nun, dass
M eine 4-dimensionale Untermanigfaltigkeit ist.

Ausserdem beschreibt F' die Tangentialraume von M:
T(z,yyM = ker(dF (z,y) : R® — R?)

Die Ableitung ldsst sich kompakt schreiben als

o 2(x, &)
dF(z,y)[z, 9] = PG
@il = (5,203 )
wobei (-, ) das standard Skalarprodukt auf R? bezeichnet. Damit folgt

(z,2) =0 }

— LS 3 3
T(I’y)M—{(l‘,y)ER x R (x—y,:%—@)zo




(b)

Die Menge GL(n,R) C R™*"™ der invertierbaren Matrizen ist eine offene Teilmenge des
Vektorraums aller (n x n)-Matrizen. Fiir A € GL(n,R) ist die Ableitung der Determi-
nantenfunktion an der Stelle A (geméss Serie 3, Aufgabe 2) gegeben durch

ddet(A) : R™" R, B+ det(A)tr(A7'B).
Diese ist offenbar surjektiv, dann fiir B = A erhalten wir
ddet(A)A = det(A)tr(A™A) = det(A)tr(1) = ndet(A) # 0.

Insbesondere ist ddet(A) fiir alle A € SL(n,R) = det™'(1) surjectiv und 1 ein regu-
larer Wert der Determinantenfunktion. Aus dem Satz vom reguldren Wert folgt nun,
dass SL(n,R) eine (n? — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™*™ ist mit den
Tangentialrdumen

TaSL(n,R) = ker(ddet(A) : R"*™ - R) = {B € R"™" |tr(A™'B) =0} .

Die Menge M ist die Vereinigung der beiden Koordinatenachsen. Wir zeigen via Wi-
derspruch, dass f im Ursprung die Definition einer Untermannigfaltigkeit nicht erfiillen
kann. Wir nehmen also an, dass fiir ein geniigend kleines ¢ > 0 ein Diffeomorphismus

f:B(0) —R? mit £(0,0) = (0,0) und f(B.(0) N M) C R x {0}

existiert. Da B.(0) N M (weg-)zusammenhéngend ist, ist auch das Bild f(B.(0) N M)
zusammenhéngend und somit ein Intervall. Das heisst, es existieren a < b fiir welche
die Charakterisierung

f(B0)NM) ={(z,y) eR?*|la<xz<b, y=0} = (a,b) x {0}

gilt. Wenn wir den Ursprung entfernen, zerféllt B.(0) N M in vier Zusammhangs-
komponenten, wihrend das Bild f(B.(0)) nur in die zwei Zusammhangskomponenten
(a,0) x {0} und (0,b) x {0} zerfallt. Dies Wiederspricht aber der Aussage, dass f ein
Diffeomorphismus ist. Denn stetige Abbildungen bilden zusammenhingende Mengen
auf zusammenhéngende Mengen ab und somit kann die Einschrankung

[ (Be(0) N M)\{(0,0)} = (a,0) x {0} U (0,b) x {0}

keine stetige Umkehrabbildung besitzten.

Wir konnen das gleiche Argument wie in Teil (c) anwenden. Wir miissen dafiir nur
zeigen, dass fiir gentigend kleines € > 0 die Menge (B.(0) N M)\{(0,0)} aus mindestens
vier Zusammenhangskomponenten besteht. M schneidet die y-Achse nur im Ursprung
und die z-Achse in den Punkten —1, 0, 1. Bezeichne nun die offenen Quadranten des
R? mit

Vi={(z,y) €R*|z>0,y>0}, Vo={(x,y) €R?|z<0,y>0},

Vs ={(z,y) R’ |2 <0,y <0},  Vi={(x,y) €R*|z >0,y <0}
und wihle 0 < € < 1. Dann schneidet die Menge M := (B.(0) N M)\{(0,0)} keine der
Koordinatenachsen und wir erhalten die disjunkte Zerlegung

My = (V1N M) U (Vo My) U (V3N My) U (VyN My).

Jede dieser Schnittmengen ist offenbar nicht leer, da die Punkte (+z, +2v/1 — 22) € M,
enthalten sind. Dies zeigt, dass My mindestens 4 verschiedene Zusammenhangskompo-
nenten besitzt.



