PrOF. THOMAS WILLWACHER Analysis IT (D-ITET) FS 2018

Musterlosung Serie 8

1. Seien a,b,c > 0 gegeben. Bestimme den achsenparallelen Quader grossten Volumens, der

dem Ellipsoid
2?2 22
2 + = + = =1 }

E = {(m,y,z) eR3 2

einbeschrieben ist.

Hinweis: Interpretiere das Problem als ein Mazimierungsproblem unter Nebenbedingungen:
Falls (x,y,2) € EﬂR%O die Ecke des Quaders im ersten Oktanten ist, dann ist das Volumen
des Quaders durch v(z,y,z) = 8xyz gegeben.

Loésung:

Ein achsenparalleler Quader ) dessen Ecken auf dem Ellipsoid E liegen ist bereits durch die
Angabe einer seiner Ecken gegeben. Alle anderen Ecken erhélt man durch Spiegelung dieser
einen Ecke an den verschiedenen Koordinatenebenen. Wir betrachten die Ecke im ersten
Oktanten, das heisst mit x,y,z > 0. Die Seitenldngen des Quaders sind dann 2z, 2y und 2z.
Folglich ist das Volumen des Quaders gegeben durch 8zyz. Wir méchten also die Funktion

vi{(z,y,2) €ER¥|z,y,2 >0} = R, v(x,y,z) = 8xyz
unter der Nebenbedingung g = 0 mit
x z
g:R%O—HR, g(x,y,z):;—&———i———l
maximieren. Beachte, dass v(z,y, z) = 0 gilt, falls eine der Koordinaten verschwindet. Folg-

lich befindet sich das Maximum im Inneren des ersten Oktanten und wir kénnen den Ansatz
der Lagrange-Multiplikatoren verwenden. Zunéchst berechnen wir

8yz 22 /a?
Vo(e,y,z) = | 8zz |, Vg(z,y,2) = | 2y/b?
8xy 2z/c?

In einer Maximalstelle (z,y, z) unter der Nebenbedingung g existiert dann eine Zahl A € R
fiir welche Vu(z,y, z) = AVg(z,y, z) gilt. Das heisst

2x 2y 2z
Wenn wir die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die dritte mit z multiplizieren
folgt
222 2y? 222
S8ryz = /\i, 8ryz = )\i, 8ryz = AZ
a? b2 c2

Wir haben oben bereits bemerkt, dass in einer Maximalstelle z,y,z > 0 gilt. Folglich gilt

A # 0 und die Bedingung oben liefert 2—; = g—j = z—j Die Nebenbedingung besagt, dass die

Summe dieser drei Terme gleich 1 ist und somit



2.

gilt. Damit erhalten wir

(a) Bestimme die globalen Extrema der Funktion

f(xayvz) ::‘T2_y2+z
auf der Menge B := {(r,y,2) € R3| 2?2 +¢y? + 22 < 1}.

(b) Wie andert sich das Ergebnis, wenn man f stattdessen auf der Menge

B:{(xayaz)€R3|$2+y2+22§1undz20}

betrachtet?

Loésung:

(a) Da B eine kompakte Menge ist, ist f auf B beschriankt und nimmt seine globalen Ex-

trama an. Wir bestimmen im folgenden alle Kandidaten fiir kritische Punkte und ver-
gleichen deren Funktionswerte. Eine genaue Bestimmung der Art der kritischen Punkt
ist nicht notwendig. Der Gradient von f ist gegeben durch

2z
Vf(x,y,z) = _2y
1

Fiir alle (z,y, z) € B gilt offenbar V f # 0 und f besitzt keine lokalen Extrema im Inne-
ren von B. Insbesondere kann f seine globalen Extrema nicht im Inneren von B anneh-
men. Extrema von f auf dem Rand 0B bestimmen wir mit Lagrange-Multiplikatoren
beziiglich der Nebenbedingung

g(@,y,2) = 2° +y? +2° — 1.

Dies fiihrt auf die Gleichung

2x 2x
Vf($7y7 Z) = )\Vg(x,y, Z) <~ _2y =A 2y
1 2z

fiir ein A € R. Falls « # 0 gilt, folgt A=1, y =0 und z = % Mit der Nebenbedingung
folgt 2% =1 — (3)? und wir erhalten die kritischen Punkte

W_[,¥3,1 M) _>
Pi_<i2’0’2>’ f(Pi)_zL‘

Falls x = 0 und y # 0 gilt, folgt A = —1 und 2z = —%. Mit der Nebenbedingung folgt
y? =1 — (3)? und wir erhalten die kritischen Punkte

2 _ V31 @)y _ 5
Py _<O’i2’ 2)’ f(Pi)_ 4

Falls + = y = 0 gilt erhalten wir mit der Nebenbedingung 2> = 1 und somit die
kritischen Punkte
P® = (0,0,+1), f (Pf’)) — 41

Ein Vergleich der Funktionswerte in den Punkten Pf), f), f’) liefert: f nimmt sein

globales Maximum in den Punkten Pj(tl) an und sein globales Minimum in den Punkten
P



(b) Durch die Bedingung z > 0 fallen die kritischen Punkte Pf) und P weg. Mogliche
neue kritische Punkte suchen wir auf der Menge D := {(z,y,2) € R3|2? + ¢y <
1und z = 0}. Auf dieser vereinfacht sich f zur Funktion f(z,y) = 2% — 32, deren
Gradient genau dann gleich 0 ist, wenn z = y = 0 gilt. Somit erhalten wir den kritischen
Punkt P = (0,0,0).

Der Rand {(z,,2) € R3|22+y? =1 und z = 0} lésst sich leicht parametrisieren durch
x =sin(f),y = cos(#) fiir 0 < 6 < 27. Dies liefert uns die kritischen Punkte

P = (£1,0,00 und PP =(0,+1,0)

mit Funktionswerten 1 bzw. —1.

Ein Vergleich der Funktionswerte zeigt uns, dass f sein globales Maximum weiterhin

in den Punkten PS) annimmt, sein globales Minimum nun jedoch in den Punkten Pf)

und Pf) .

3. Bestimme die globalen Extrema der Funktion

f($7y) = y2

auf der Menge B := {(z,y) € R? |22 —zy + 2> — 1 < 0}.

Hinweis: Um diese Aufgabe mit Lagrange-Multiplikatoren zu ldsen, ist zundchst zu kldren,
dass B eine beschrinkte Teilmenge ist. Dies folgt bspw. mit der Abschdtzung vy < %(azz+y2),

Loésung:
Definiere
g(x,y) = z? —zy+2y° — 1.

2

Aus der Ungleichung 0 < (z — y)? = 22 — 22y + y? folgt die Abschiitzung

(2% +y?) - 1.

1 1 3 1
g(x’y)2x2*§(552+92)+2y2*12§x2+§y2—125

Damit folgt
B:={(z,y) € R?|g(z,y) <0} C {(z,y) € R?[2” +y* < 2}

und B ist beschrankt. Da B offenbar abgeschlossen ist, ist B kompakt und die Funktion
f nimmt auf B globale Extrema an. Diese einleitende Diskussion ist notwendig, da wir
im Folgenden nur notwendige Kriterien benutzen und a priori wissen miissen ob globale
Extremalstellen existiere.

Der Gradient von f ist gegeben durch

Vi(zy) = (;y)

C:={(z,y) e Bly=0}={(2,0)] —1 <z <1} =[-1,1] x {0}.

und liefert die kritischen Punkte

Alle Punkte in C liefern den Funktionswert f(C) = 0 und diese sind offenbar globale Minima
fir f (da f > 0 iiberall gilt).
Der Gradient )
r—=Yy
v =
I <4y - :C)



verschwindet nur fiir (x,y) = (0,0) und somit erfiillen globale Extrema auf dem Rand
0B = {g = 0} die Lagrange-Bedingung. D.h. es existiert ein A € R mit

Ve = awn = (o) =A(02Y).

Fir A = 0 erhalten wir die Punkte in C N 0B. Fiir A # 0 folgt 22 = y und die Bedingung

g(z,y) = 0 liefert x = :l:\/; Das liefert die Kandidaten Py = + (ﬁ, 2\/;> Diese haben

den gleichen Funktionswert f(Py) = % und sind folglich globale Maxima von f.

. Seien ai,...,a, > 0 und p1,...,p, > 0 reelle Zahlen mit p; + --- + p, = 1. Zeige die
Ungleichung;:

p1 P ,
aitay® - -abt < prag 4+ paag + -+ ppay

Hinweis: Mazimiere f(ay,...a,) = a}*ab? - - - ab» under der Nebenbedingung g(as, . .., a,) =
pia1 + - - ppan —c = 0. Die Losung dieses Mazximierungsproblems beantwortet wie gross die
linke Seite hochstens werden, wenn wir den Wert auf der rechten Seite vorgeben. Hieraus
lasst sich die Ungleichung direkt folgern.

Loésung:

Diese Aufgabe illustriert ein méchtiges Werkzeug, um Ungleichungen analytisch zu beweisen.
Die Strategie ist hierbei eine Seite der Ungleichung festzuhalten und die andere unter dieser
Nebenbedingung zu maximieren.

Seien p1,...,pn > 0 reelle Zahlen mit p; 4 - - - + p,, = 1. Wir bezeichnen mit ¢ > 0 den Wert
der Ungleichung auf der rechten Seite. Da

B, := {(al,...an) S Rg0|p1a1 + - ppa, = c}
eine kompakte Menge ist, nimmt die Funktion
f:BC_>R7 f(al,...7an):a11]1...a}fln

ihre globalen Extrema an. Falls fiir eine der Koordinaten a; = 0 gilt, so verschwindet f
und wir landen in einem globalen Minimum. Folglich nimmt f sein globales Maximum im
Inneren von B, an (damit meinen wir die Untermannigfaltigkeit B, N RZ).

Wir berechnen dieses Maximum mit Lagrange-Multiplikatoren, wobei die Nebenbedingung
g = 0 durch die folgende Funktion gegeben ist

g: Ry =R, glai,...,an) =pray + -+ ppa, — c.

Es gilt
praf*~lab - aly p1/a
Vi(ai,...,an) = =al"--abr :
pnaitab? - aPn—t Pn/an
und
P1
Vy(ai,...,an) =] :
Dn

Da Vg # 0 fiir alle (ay, . . .,a,) € g~1(0) gilt, kénnen wir den Satz der Lagrange-Multiplikatoren
anwenden. In Extremalstellen von f unter der Nebenbedingung g = 0 existiert A € R, sodass

V f = AVyg. Dies liefert

Py

J

al* - alr =t = \p; fir alle j € {1,2,...,n}.



Da die linke Seite nicht verschwindet, ist A # 0 und wir folgern

all’l - abn
A

Insbesondere zeigt dies, dass a1 = ags = - - - = a,, gilt, und mit der Nebenbedingung folgt

=a; fir alle j € {1,2,...,n}.

c=piai+ - Ppay =prai +---ppar = (p1 + - +pplar = a1

Somit nimmt f unter der Nebenbedingung B, sein Maximum an der Stelle a; = as =--- =
an = ¢ an. Der dazugehorige Funktionswert lautet

f(C, .. ,c) —cP1...oPn = PrtEDP — o

Wir fassen nochmal zusammen wie aus diesem Maximierungsproblem die Ungleichung folgt:

Fiir ay, ag, ..., a, > 0 definiere ¢ := piaj+- - -+pna,. Die Losung des Maximierungsproblems
liefert
al---abr < max al'---abr = max  f(ai,...,an) =c=pia1+-- + ppay
(@1,...,an)EB; (@1,...,an)EB;

und dies ist die gewiinschte Ungleichung. Des weiteren zeigt unsere Rechnung, dass Gleichheit
genau dann erfillt ist, wenn a1 = as = - -+ = a,, gilt.

5. Betrachte die Abbildung

(a) Zeige, dass das Bild dieser Abbildung durch

vw =a?, wu=>b% uv=c? u—l—v—l—w:l,}

ab=cw, bc=au, ca=>bv

M := {(u,v,w,a,b,c) € RS

gegeben ist.

(b) Benutze diese Darstellung um zu verifizieren, dass M eine Untermannigfaltigkeit von
RS ist.
Hinweis: Sei U := {(u,v,w,a,b,c) € RS |u # 0}. Zeige, dass

MNU = {(u,v,w,a,b,c) € U|wu=b* uw=c* bc=au, u+v+w=1}

D.h. M NU wird bereits von vier Gleichungen beschrieben wird. Benutze diese vier
Gleichungen und den Satz vom reguldren Wert um zu zeigen, dass M NU eine Unter-
mannigfaltigkeit ist. Zeige analog fir V := {v # 0} und W := {w # 0}, dass M NV
und M N'W Untermannigfaltigkeiten sind. Schliesse hieraus, dass M eine Unterman-
nigfaltigkeit ist.

Lésung:

(a) Man tiberpriift leicht, dass jeder Punkt im Bild von f die Gleichungen von M erfiillt
und somit f(S?) C M gilt.
Die umgekehrte Richtung ist der schwierige Teil der Aufgabe. Sei also (u, v, w,a,b,c) €
M gegeben. Wir zeigen zunéchst, dass

u, v, w >0

gilt. Falls v < 0 wire, folgt aus den Gleichungen wu = b? und uv = ¢2, dass w < 0 und
v < 0 gilt. Damit kann die Gleichung u + v + w = 1 aber nicht mehr efiillt sein. In den
Féllen v < 0 oder w < 0 erhélt man auf die gleiche Weise einen Wiederspruch.



Da u + v+ w = 1 gilt, konnen nicht alle drei Koordinaten gleichzeitig verschwinden.
Wir betrachten zunéchst den Fall u # 0 und definieren

z = u, Y=

Mit den Relationen in M folgt

2 4 2 2 2
m2+y2+z2:u+ +c _u +uv+wu:u+v+w:1
U U

und somit gilt (z,y,2) € S?. Desweiteren folgen direkt aus der Definition von z, y und
z die Gleichungen v = 22, zy = c und zz = b. Unter Benutzung der Relationen in M
erhalten wir zusétzlich

bc  au s & w , b wu

yz:—ziza’ y:—ziz’u7 2= — = — = W.

U U u U U U
Das zeigt, dass f(z,y, 2) = (u,v,w, a, b, ¢) erfiillt ist. Falls v # 0 oder w # 0 gilt, kénnen
wir auf analoge Weise ein Urbild konstruieren.

Die Menge M wird durch 7 Gleichung im R® beschrieben. Wir zeigen, dass lokal bereits
4 Gleichungen geniigen. Zusétzlich zeigen wir, dass die Menge M als Niveaufldche eines
reguldren Wertes dieser Gleichungen dargestellt werden kann. Damit folgt dann, dass
M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Wie bereits in Teil (a) folgt aus der
Gleichung u+v+w = 1, dass mindestens eine dieser drei Koordinaten nicht verschwin-
det. Wir betrachten im Folgenden den Fall u # 0, die anderen Fille kdnnen analog
behandelt werden.

Wir zeigen zunéchst die Beziehung

_ 52 _ 2
{(u,v,w,a,b,c)€M|u7é0}{(u,v,w,a,b,c)éRG u# 0, wu =07 uw =c }

bc=au,u+v+w=1

Das heisst die 4 Gleichungen auf der rechten Seite beschreiben M bereits vollstandig.
Die Inklusion ,,C* ist offensichtlich. Sei also nun (u, v, w, a, b, ¢) ein Element der Menge
auf der rechten Seite. Um zu zeigen, dass dieser Punkt auch in M liegt, miissen wir die
drei fehlenden Relationen folgern:

o Es gilt a® = vw: Aus wu = b2, wv = ¢ und au = be folgt

2 2 2 2

wu - uv = b?c? = (au) = u‘wu = u“a = wy = a“.

Dabei haben wir im letzen Schritt u # 0 verwendet.

e Es gilt ab = cw: Wir multiplizieren die Gleichungen bc = au und wu = b? und
erhalten
wu - be = aub® = b-cw=1"5-ab.
Falls b # 0 gilt, folgt die Behauptung direkt. Falls b = 0 gilt, folgt aus der Glei-
chungen wu = b2, dass w = 0 gilt, und somit ist ab = 0 = cw ebenfalls erfiillt.

e Es gilt ca = bv: Wir multiplizieren die Gleichungen bc = au und uv = ¢? und
erhalten

wv - be = auc? = c-bv=c-ca.

Falls ¢ # 0 gilt, folgt die Behauptung direkt. Falls ¢ = 0 gilt, folgt aus der Gleichung
wv = ¢?, dass v = 0 gilt, und somit ca = 0 = bv ebenfalls erfiillt ist.
Definiere U := {(u,v,w,a,b,c) € R®|u # 0} und

b% — wu
2 _
F:U — R, F(u,v,w,a,b,c) := e
bec — au
ut+v+w-—1



Dann zeigt unsere Rechnung oben die Beziehung
MnU=F%0,0,0,0)

und es verbleibt nur noch zu zeigen, dass (0,0, 0,0) ein regulidrer Wert von F ist. Dazu
berechnen wir

dF(u,v,w,a,b,c) =

Wir unterscheiden drei Félle um zu zeigen, dass diese Matrix fiir Punkte in M N U
vollen Rang hat.

e Falls b,c = 0 gilt, so folgt aus den Gleichungen fiir M, dass v =0, w =0, a =10

und u = 1 gilt. Die erste, vierte, fiinfte und sechste Spalte von dF sind in diesem
Fall linear unabhéngig, da

00 0 0

det =(=1det [0 =1 0 | =(=1)(=1)=1+£0.
-1 0 0 0 L1
0 1 1 1

Folglich ist der Spaltenrang von dF mindestens vier und da dF nur vier Zeilen
besitzt, ist das bereits der maximale Rang.

e Falls b # 0 gilt, so sind die erste, zweite, fiinfte und sechste Spalte von dF linear
unabhéngig, da

0 0 —u 0 260

det =(—u)det [0 —u 0 | =20u®#0
—u c 0 0 0 1 1
0 0 1 1

und dF hat maximalen Rang.

e Falls ¢ # 0 gilt, so sind die erste, dritte, fiinfte und sechste Spalte von dF' linear
unabhéngig, da

0 2 —u 0 o0

det =(—u)det |2¢ —u 0 | =2cu®#0
—-u b 0 0 0 1 1
0 0 1 1

und dF hat maximalen Rang.

Wir haben somit gezeigt, dass (0,0, 0,0) ist ein reguldrer Wert von F ist. Mit dem Satz
vom reguliren Wert folgt nun, dass M N U eine Untermannigfaltigkeit von RS ist.
Analog zeigt man fiir die Mengen V := {(u,v,w,a,b,c) € RS|v # 0} und W :=
{(u,v,w,a,b,c) € RS|w # 0}, dass die Durchschnitte VN M und W N M Untermannig-
faltigkeiten sind. Da die offenen Mengen U, V, W die gesammte Menge M iiberdecken,
folgt schliesslich, dass M ebenfalls eine Untermannigfaltigkeit ist.



