PROF. THOMAS WILLWACHER Analysis II (D-ITET) FS 2018

Musterlosung Serie 9

1. Berechne die Divergenz der folgenden Vektorfelder. Im zweidimensionalen Fall skizziere auch
die Felder, im dreidimensionalen Fall berechne auch die Rotation.

(a) v(z,y) = (z,y) (d) v(z,y,2) = (2,2,y)
(b) v(z,y) = (y,—2) (e) v(z,y,2) = (vyz, 2%z, 2%y)
(c) v(z,y) = (z,—y) () v(x,y,2) = (x,y,2) X w fiir w € R3
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+ ‘ (d) Analog zu (b) gilt dive = 0, wihrend
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(f)

rotv = (1,1,1).

Es gilt dive =yz+0+0=yz.

Sei f(x,y,2) := 2?yz; dann haben wir
v(z,y,2z) = Vf + (—2yz,0,0). Mithilfe
von 2.(c) und der Linearitdt der Rota-
tion folgt also rotv = rot(—zyz,0,0) =
(0, —zy, zz).

Analog zu (b) gilt divv = 0, wihrend

—Ww1 — W1

rotv = —Wy — Wy = —2w.

—Ww3 — W3



Ky Ly

2. Sei f ein Skalarfeld (eine Funktion) und seien K = | Ko | und L = | Lo | Vektorfelder im

K3 Ls
R3, jeweils hinreichend oft stetig differenzierbar.
Der Gradient von f ist das Vektorfeld grad f := V f.
Die Rotation von K ist das Vektorfeld

(9K3 _ 8K2

dy Oz

o | ekx. 8K

rot K ==V x K = PP T
8K2 _ 6K1

ox oy

Die Divergenz von K ist das Skalarfeld

8[(1 8K2 8K3

divK =V -K = o + By + 9

Beweise die folgenden Identitdten:

(a) div(fK)=Vf-K+ fdiv K

(b) div(K x L)=L-rot K — K -rot L

(¢) rot(grad f) =0

(d) div(rot K) =0

(e) div(frot K) =grad f - rot K

(f) diverad f = Af

(g) rotrot K = graddiv K — divgrad K = graddiv K — AK

e

Hierbei bezeichnet - das Skalarprodukt. Bei der letzten Teilaufgabe ist der Laplace-Operator

A= 88—;2 + g—; + g—; komponentenweise auf das Vektorfeld K anzuwenden.

Loésung:
K Ly

Wir setzen voraus, dass K = K> und L = Lo zweimal stetig differenzierbare
K3 L3

Vektorfelder im Raum sind, wihrend f : R? — R stetig differenzierbar ist. Wir kiirzen
ausserdem ab: 0, = 8%7 Oy = 8% etc.

(a) Durch Anwenden der Definition der Divergenz und der Produktregel fiir die partiellen
Ableitungen erhalten wir
div(fK) = 05(f K1) + 0y(f K2) + 0-(f K3)

awf Kl
= | 0yf || Ko | +f(0:K1+0yKz+ 0.K3)
azf KS

—Vf- K+ -divK.

(b) Durch Anwenden der Definition der Divergenz und der Produktregel fiir die partiellen



Ableitungen erhalten wir

KoLs — K3Lo
le(K X L) =div K3L1 — K1L3
KiLy — KoLy

= 0,(KoLs — K3Ly) + 0,(K3sLy — K Ls) + 0,(K Ly — KyLy)

= K90,L3 — K30,Lo + L30,K5 — Lo0, K3 + K36yL1 — Klang
+ Llang — LgayKl + K10,Ly — K90,L1 + L20, K1 — L10, K5

= K1(8,L3 — 9,L2) + L (0,3 — 0.K>) — Ko(0.L1 — 8, Ls)
+ LQ(azKl - 8xK3) — K3(8$L2 — ayLl) + Lg(@wKQ — 3yK1)

=—K- -rot L+ L -rot K
=L -rot K — K -rot L.

(¢) Durch Anwenden der Definition der Rotation und des Gradienten sowie der Vertausch-
barkeit von partiellen Ableitungen erhalten wir

fx Oyf. — 0.1y
rot(grad f) =rot | fy | = | O:fa —0xf- | =0.
fz a:vfy - ayfa:

(d) Durch Anwenden der Definitionen der Divergenz und der Rotation sowie der Vertausch-
barkeit von partiellen Ableitungen erhalten wir

Oy K3 — 0. K>
div(rot K) = div [ 0, K1 — 0, K3
0. Ky — 0, Ky

= 8];83,1(3 — 0,0, K5 + 6y6ZK1 — 81](935[(3 + 0,0, Ko — 6z8yK1 =0.
(e) Durch Anwenden der Resultate aus den Teilaufgaben a) und d) erhalten wir
div(f - rot K) 2) grad f -rot K + f - div(rot K) ) grad f -rot K .

(f) Dies folgt direkt aus den Definitionen und der Tatsache, dass 0,0, f = gi’; und so
weiter.

(g) Wir konnen die GraRmann-Identitit (@ x (b x & = (@- )b — (@ - b) &) anwenden und
erhalten:

rotrot K =Vx (VxK)=(V-K)V—(V-V)K =VdivK — AK
=graddiv K — AK = graddiv K — divgrad K,

wobei “AK = divgrad K7 aus (f) folgt.

3. Ermittle mittels Picard-Lindel6f-Iteration die Losung des Anfangswertproblems

() =) Go) =)



Loésung:
Wir erhalten

20(t) = 2o = 1,

t
S0 = o+ [ —4(s)ds,
to
y(t) = yo = 0,
t
Y1) = o + / 2(s) ds.

to
Somit ist ! (t) gerade das ¢-te Taylorpolynom von cost und ylf (t) das ¢-te Taylorpolynom
von sint, also konvergieren die z!(t) gegen 1 — ’52—2; + % — % +...=cost und die y (t) gegen
t—L+ L -8+, =sint.

. Konstruiere ein im ganzen Raum definiertes Vektorfeld V : R? — R3, das die Schraubenlinien

rcost
Yrg 1 L rsint , r>0,0eR
t—0

als Feldlinien besitzt.

Loésung:

Die Feldlinien v zu einem Vektorfeld V' sind charakterisiert durch die Differentialgleichung
7" = V(7). Das gesuchte Vektorfeld V' : R® — R3 muss also die Eigenschaft ’y,’.,e(t) =
V(vre(t)) fur alle t,r, 6 € R erfiillen, d. h.

—rsint ' rCcost
rcost | =7 4(t) = V(me(t) =V rsint
1 t—0

Dies wird gel6st durch das Vektorfeld

T -y
VI vy = x
z 1

. Sei  C R™ eine offene Menge, v : Q@ — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf €2,
I C R ein Intervall so dass 0 € I und bezeichne mit

P:U=1x0—->0Q

den durch das Vektorfeld v erzeugten Fluss auf U := I x Q. Dieser ist (im Existenzfall)
definiert durch die Bedingung, dass fiir jedes zg € Q die Kurve x : I — Q, x(¢) := ®(¢, xo),
die Differentialgleichung

w(t) =v(x(t),  x(0) =m0
16st. Falls der Fluss ® stetig differenzierbar ist, definiere fiir £, € R™ die Kurve
=R £(t) := dPy(0)&o

mit der Notation ®;(z) := ®(¢, ). Zeige, dass £ die Differentialgleichung

(1) = do(x(t)€(t),  £(0) =&



erfiillt.

Hinweis: Wende den Satz von Schwarz iber die Existenz und Vertauschbarkeit von partiellen
Ableitungen auf £(t) = O¢, (¢, z0) an.

Loésung:

Seien 29 € Q und & € R™ gegeben und bezeichne mit x(t) = ®(¢,z() die Losung der
Differentialgleichung

x: I —Q, (t) = v(z(t)), z(0) = zo.

Die Abbildung
E: 1 - R, t— d®y(z0)&o

ist die Ableitung von ®;(z) := ®(¢,z) an der Stelle z in Richtung &o:
§(t) = g, e(w0) = OAD(t, 0 + AE)[5—g

Wir miissen im Folgenden sorgfiiltig argumentieren, da wir a priori nicht wissen, dass diese
Funktion in der Zeit differenzierbar ist und £ existiert. Fiir die Funktion ¢ — D(t,x0 + X))
folgt hingegen aus der Definition des Flusses ®, dass diese immer in der Zeit differenzierbar
ist und es gilt

6t<I>(t7 Ty + )\50) = U((I)(t, To + )\&))).

Da v nach Vorrausetzung stetig differenzierbar ist, existiert die zweite Ableitung
8,\8t<1>(t, o + A&o) = O (U((I)(t7 Ty + )\60)))

und diese ist stetig. Aus dem Satz von Schwarz folgt nun, dass 9\®(t,zo + \o) in ¢ stetig
differenzierbar ist mit der Ableitung

0LOND(t, w0 + Ao) = OO (¢, 20 + Ao) = O (v(P(z0 + A0))) -
Fiir A = 0 folgt insbesondere, dass £(t) in ¢ stetig differenzierbar ist und es gilt

E(t) = Orv(D(t, 20 + Ao))|y—o = dv(D(t,20)) 0 dPy(20)Eo = duv(x(t))E(t).



