PrOF. THOMAS WILLWACHER Analysis IT (D-ITET) FS 2018

Musterlosung Serie 11

1. Der Schwerpunkt eines messbaren Korpers K C R? mit positiven Volumen vol(K) > 0 ist
definiert als der Punkt S := (s, sy, s,) mit den Koordinaten

1 1 1
= ———— dxdyd = dxdydz, y = ——— dxdyd
’ v01<K>/K9” e vol<K>/Ky s e vol<K>/KZ e

(a) Berechne den Schwerpunkt des Simplex

A% ={(z,y,2) eER*>0 |z +y+2<1}.
(b) Berechne den Schwerpunkt der oberen Halbkugel

H:={(z,y,2) €R® |2®+¢y* +2°<1,2>0}.

Loésung:

(a) Wir berechnen das Volumen von A3 mit dem Satz von Fubini als interiertes Integral:

vol(A3%) = /As dxdydz = /01 (/01_1 </01_I_y dz) dy> dx
:/01 (/01_90(1—x—y)dy) dx
[ fo-ont]
= /01 20— dr = [é(m 1)3]%_1 -

=0

Wir berechnen als néchstes s,. Hierfiir verwenden wir wiederum Fubini und integrieren
zunéchst in z- und y-Richtung und zuletzt in z-Richtung:

1 1 11—z l—z—y
Sp 1= 7V01(A3) /A3 rdxdydz = 6/0 (/0 (/0 xdz) dy) dz
1 11—z
:6/ </ (1—x—y)xdy> dx
0 0
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y=0
1
/ (1 — )%z dx
0

1
:/ 3z — 622 4+ 323 dx
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Man sieht leicht, dass die Integrale fiir s, und s, auf die gleichen iterierten Integrale
fithren. Fiir s, gilt beispielsweise

1 1 1—y l—z—y
Sy .:W/Mydxdydz:G/o </0 </0 ydz) dx) dy.

Dies ist das gleiche Integral wie oben (wenn wir die Variablen x und y entsprechend
umbenennen). Die Rechnung von oben zeigt nun s, = i und analog erhalt man auch

5, = +. Folglich gilt
111
Sas = (4’ T 4> :

=1
(b) Wir werden in Aufgabe 3.(f) bereits das Volumen der Kugel berechnen und fiir die

Halbkugel gilt

2
vol(H) = 3™

Aus Symmetriegriinden erwarten wir, dass s, = s, = 0 gilt. Wir argumentieren hierfiir
mit dem Satz von Fubini und erhalten

3 3 1 V1—22 V1—22—y2
Se = — [ xdrdydz = — / / zdr | dy | dz
27 Ju 2m Jo —VI=22 \J—\/1—22—y2

3 1 1—y2 3 1
= / 0dy dz:—/ 0dz = 0.
27T 0 _ /1_y2 27T 0

Analog berechnet man s, = 0. Fiir die z Koordinate berechnen wir

3 3 1 \/ﬁ A/ 17227y2
SZ:—/ zdmdydz:—/ / / zdzx | dy | dz.
2 Ju 21 Jo \J-viezz \J-\/1—22—42
Wir konnten die inneren beiden Integrale dhnlich wie in Aufgabe 3.(f) berechnen. Mit
dem folgenden geometrischen Argument ldsst sich diese Rechnung vermeiden:

Vi=z? 1-22—y2
/ / zdx dy:z/ 1dxdy
/122 —\/m {z2+y2<1—-22}
= z - Fliche{(z,y) € R*|2? +¢y* < 1 — 2?}
= zm(1 — 2%).

Dabei haben wir benutzt, dass das iterierte Integral (bis auf den Faktor z) den Flidchen-
inhalt eines Kreises mit Radius r = v/1 — 22 berechnet und dieser durch 772 = 7(1—22)
gegeben ist. Damit folgt

3 [ 31 1,17 3
2 = = 1— 2 d = — | = 2 —_ - 4 = -
i 2/0v Z( ‘ ) ? 2 |:2Z 42 2=0 8

Der Schwerpunkt der Halbkugel ist somit gegeben durch

2. Bestimme das Volumen

(a) der Einheitskreisscheibe K = {(z,y) € R? |22 +y? < 1}.
(b) des Rotationskdrpers

Ry={(z,5.2) €R® |[a <2 < b a® + 4 < f(2)?} .

welcher zu einer stetigen Funktion f : [a,b] — [0, 00) gehort.



(c) des Torus

T g = {(x,y, G]RS‘ (Va2 +y?— +z2§r2}

fir r < R.

(d) des Gebiets G := {z € R*|2? + 23 < 2% + 23 <1} im RL

Lésung:

(a)

Wir berechnen mit Fubini:

V122 1
voly(K) = / 1d:vdy—/ / 21dydx:/ 2¢/1 — 22 dx
Vi—zZ

Mit der Substitiution & = sin(t) erhalten wir

1 z z
2 1—x2dx:2/ 1 — sin®(t) cos(t dt:2/ cos?(t) dt.
| 2V Vit @es@a=2 [ o)

— st
2

Unter Ausnutzung der Periodizitdt des Sinus und Kosinus berechnen wir

7 1 2 1 27
/ cos?(t)dt = = / cos?(t) dt = 7/ cos?(t) + sin’(t) dt = T
2 /s A 2

und es folgt voly(K) = .

Sei B C R? eine messbare Menge und A > 0. Dann ist AB ebenfalls messbar und die
Formel
vola(AB) = A?voly(B)

gilt. Damit folgt aus Teil (a), dass der Kreis K, := {(z,y) € R?|2? + ¢y?> < 72} mit
Radius r die Fliche 772 besitzt. Mit Fubini berechnen wir schliesslich

b b b
/ ldzxdydz = / (/ 1d:cdy> dz = / voly(Ky(2y) dz = / mf(2)? dz
Ry a {z24+y2<f(2)?} a a

Mit Fubini gilt

T
volg(Tr,») = / dxdydz = / / 1dxdy dz
TR,r —r J{(\ /a2 +y2—R)2<r2 —22}

Die Menge A, := {(y/22 + y2 — R)? < r? — 22} ist ein Annulus und lisst sich alternativ
schreiben als

A= {(0,y) e R (V2 — 2~ RP <2’ + 7 < (Vi? — 2+ R)?)
Die Fldche von A, ist die Differenz der Flidche von zwei Kreisscheiben und es gilt
vola (A ( V12 — 22 + R)? — 22— ) =47R\/1r? — 22.

Damit folgt

vols(Tr,) = / / ldxdydz = / voly(A,)dz = 47 R V12 —22dz
—rJA, r —r

Das letzte Integral berechnet den Flidcheninhalt des oberen Halbkreises mit Radius 7

und es gilt
" 1
/ V12 —22dz = 5771“2

Dies kann man wie in Teil (a) mit der Substitution z = rsin(t) explizit berechnen und
es folgt vol3(Tg..) = 2m2Rr?.



(d) Wir berechnen mit Fubini

V014(G) = / / 1 dl‘l dl‘g d{Eg dl‘4
{a2+a2<1) \ {2} +ai<aital)

:/ 7(x2 + 22)dxs day
{z24+23<1}

Dieses Integral liesse sich leicht in Polarkoordinaten ausrechnen. Wir berechnen hier
das Integral stattdessen direkt mit Fubini:

voly (G) = / m(x3 + x3)dxs dry = 77/ / x3 + 2% drs day
{z2+23<1}

—7'(‘/ 3(1—954) +2(1—x4)2$4da:4
-1

Mit der Substitution x4 = sin(¢) (wie in Teil (a)) erhalten wir dann

I

2 2 2
voly(G) = ?ﬁ/ cos* (t) dt + 27T/ cos?(t) sin®(t) dt

I
2
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Wir berechnen das zweite Integral mit Hilfe der Formel 2 cos(t)sin(t) = sin(2t) und

erhalten
% 1 % 1 ™ 1 27
/ cos?(t) sin®(t) dt = ~ / sin?(2t) dt = - / sin?(t) dt = = / cos?(t) dt = us
s 1) s s/ . A 8

Der letzte Schritt folgt aus unserer Rechnung in Teil (a). Fiir das andere Integral
erhalten wir nun

/_ cos*(t) dt = !

4(t) + sin®(t) dt

w3
i
w3
Q
o
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e § ™
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1 (3 ) 5 ,
=5 |ty s e~ [ cos()sin(e)
-3 -3
_rT_T_ §7r
2 8 8
Damit folgt
27 3w T 2
LG =" . 4+ 97r. = =
vol(G) =3 g 5 2
(a) Berechne das Integral
/ sin(z + y + z) de dy d=.
(0,7]?

(b) Sei A := {(z,y) € R?||z| + |y| < 1}. Berechne das Integral
/ z? dx dy.
Ay
(c) Sei Ag :={(x,y,2) € R®|0 <z <y <z <1}. Berechne das Integral
/ zyz dr dy dz.
A

(d) Sei Az :={(z,y)||z| < |y| < 1}. Berechne das Integral

/ eV da dy.
Az



(e) Berechne das Integral

/ — Y drdy
(0,12 v/4 — 22y

(f) Definiere f : [0,1]> — R durch

F(z, {\/l—xQ—y fiir 22 +y <1

fir 22 + 4% > 1

Berechne das Integral von f.
Bestimme das Volumen der Einheitskugel im R3.

Loésung:

(a) Wir berechnen mit Fubini

™

/ sin(z +y+ z)dedydz = / sin(z + y + z)dx dy dz
[0,7]3 0

U

2cos(y + z) dy dz

us

—4sin(z)dz = -8
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o\o\:‘o\
— 5 —

(b) Wir wenden Fubini an, wobei wir zunéichst in y-Richtung integrieren.

1—|z| 1
/ x dacdy—/ / xQdyd;v:/ 2*(1 — |z — |2 + 1) d=
Ay || -1
1
1 1 1
22/ xQ—xQ\x|dx:4/ 2 opdr=4(=—-=) ==
-1 0 3 4 3
(¢) Wir berechnen mit Fubini

1 z Yy
/ zyzdrdydz = / / / zyzdr dydz
Ay o Jo Jo

1 z 1
1, 1 1
/0 /0 g 2 /0 77T ns
(d) Wir berechnen mit Fubini

lyl 1 )
/ e¥ dxdy—/ / eY da:dy:/ 2lyle¥ dy
—1

y=1
:2/ 2yeyzdy:2ey2 =2(e—1)
0

y=0

(e) Mit Fubini erhalten wir

d:z:dy*/ / dxdy
/[o,u Vi —ay? 2 %

Das innere Integral berechnen wir mit Hilfe der Substitution ¢t = £z sowie der bekannten

2
Formel arcsin’(t) = W Damit folgt

/1yldx—/gldt—arcsin<y)
0 2VI- 5P o VISE 2/



Mit partieller Integration erhalten wir schliesslich

1 1
Y . (Y 2 .
——dady = / arcsin (7) = / 2arcsiny dy
/[0,1]2 VA= a?y? 0 2 0

[TV

1
= 2 2y
= 2y arcsin(y vz —/ ——dy
e A
1 y=3
arcsin<2> +2 ﬂ’ 2 :%Jr\/g,g
y=0

(f) Die Funktion f ist offenbar stetig und insbesondere integrierbar. Mit dem Satz von
Fubini folgt

/[_1’1]2 f(z,y) dedy = /_l1 (/_11 f(x,y)da:) dy = /_11 </_\/1\/?i; mdl“) dy.

Wenn wir das innere Integral berechnen, behandeln wir y als Konstante. Wir bringen
den Integranden zunichst in eine Standardform indem wir y/1 — y? ausklammern

\/1—:102—y2=\/1—y2- 1‘(%)

L__ substituieren. Dies liefert

Vi

/_\;\/Zmdx:‘/jl(l—yQ)Mdu:(1—y2)/_11Mdu.

und anschliessend u :=

Das verbleibende Integral ldsst sich mit der Substitution u := sin(t) (mit —5 <t < 7)
berechnen:
1 % 1 ™ 1 ™
/ V1—u?du= / cos(t) - cos(t) dt = 5/ cos?(t) dt = 1/ cos®(t) + sin’(t) dt
-1 — —Tr ™
_T 2
S 2

Dabei haben wir die Periodizitat von sin(t) und cos(t) ausgenutzt. Insgesammt erhalten
wir also

1 \/1—y2
= — 22 _ 2
/[_1,1}2 f(z,y) dedy /_1 (/_ — Vi—22—y dac) dy

T 1 3]1’_1
=5 19Y9—3Y
2 |: 3 y=—1
2
= -7
3

Das Integral f[71 2 f (z,y) dedy entspricht dem (orientierten) Volumen, welches unter-
halb des Graphen von f(z,y) liegt. Der Korper unterhalb des Graphen ist die Halbkugel

H:={(z,y,2) R’ |a® +4° + 2° <1, 2> 0}



und somit liefert das obige Integral das Volumen von H. Etwas formaler kann man
dieses Argument mit Fubini prézisieren:

2
fw:/ f(x,y)d:rdy:/ vV 1—22—y2dxdy
3 [71’1]2

{$2+y2S1}

Vi—a?—y?
:/ / 1dz | dxzdy
{z2+y2<1} \JO

= / 1dxdydz =: vol(H)
H

Die letzte Gleichung ist gerade die Definition des Volumens. Das Volumen der Einheits-
kugel in somit durch 2vol(H) = 37 gegeben.

4. Kehre in den folgenden Beispielen die Integrationsreihenfolge um:

/ / f(z,y) dy dx.
b) /0 /y :r F@,y) dz dy.
(c) /z /\\//i_l ) /\\//i Z_l i (z,y,2) dr dydz.

Loésung:

(a) Der Integrationsbereich ist gegeben durch
Ay i={(z,y) eR?| 1< <2, —x<y<2—2?}

Insbesondere gilt —2 < y < 2 fiir jedes Element (x,y) € A; und fiir ein festes y gilt
(z,y) € Ay genau dann, wenn z < /2 —y und & > max{—+/2 —y, —y} erfiillt ist.

Damit folgt
2 2—y
/ / (z,y dydx*/ / f(z,y) dx dy.
—2 Jmax{—v2—y,—y}

(b) Der Integrationsbereich ist gegeben durch
Ay = {(2,y) eR*[0<y <2,y <2 <4\/2y}

2
{(azy)eRz 0§x§8,§2§y§€/5}.

2 4V s ¥z
/ / f(x,y)dxdy=/ /2 f(@,y) dy da.
0 Jy2 0 Ji5

(¢) Der Integrationsbereich ist gegeben durch

Damit folgt

As ={(z,y,2) € R*|2® + > + |2| < 4}.

Man kann die Integrationsreihenfolge auf fiinf verschiedene Arten verindern. Wir geben
im folgenden ein Beispiel an, in dem die Reihenfolge genau umgekehrt wurde:

Va—z? —z?—y?
flx,y,2)dedydz —/ / / flx,y,2)dzdy dx.
A3 4 :62 4+m2+y



5. (a) Sei @ ein abgeschlossener Quader. Zeige, dass ||Lg||1 = v(Q), wobei v(Q) das Volumen

von @ ist und || - ||; die L'-Halbnorm.

(b) Zeige, dass fir eine Treppenfunktion ¢ gilt:

lelh = | let@)da

Loésung:

(a)

Sei O ein offener Quader mit @@ C O. Dann ist 1 - 1o eine Hiillreihe fiir 1. Somit ist
[[1all1 < I(1o) = v(0). Da zu jedem € > 0 ein derartiges O so gewéhlt werden kann,
dass auch v(0) < v(Q) + € gilt, ergibt sich zunéchst

gl <0 (Q).
Umgekehrt gilt fiir jede Hiillreihe ® = 3", ¢x1o, der Funktion 1¢
1(®) > v(Q), (1)

und folglich |[1g]|l1 > v(Q).
Ein Beweis von (1) findet sich in K6nigsberger Analysis 2, Kapitel 7.2, Lemma 1 (Sei-
ten 240f in Auflage 5).

Da |¢| und ¢ dieselbe L!'-Halbnorm besitzen, nehmen wir fiir den Beweis ¢ > 0 an.
Wir verwenden die Darstellung

» = ch]le + Zdl]le
k=1 i=1

mittel disjunkter Quader, wobei die @) offen sind und die R; das n-dimensionale Vo-
lumen 0 haben. Wegen der Dusjunktheit der @ und R; folgt aus ¢ > 0, dass alle ¢
und d; nicht negativ sind.

Sei € > 0 beliebig. Zu jedem Quader R; sei R} ein offener Quader mit R; C R} und
v(R;) <e.Dannist ®:=) 7 exlg, +> d;1gx eine Hiillreihe zu ¢. Mit ihr ergibt sich

el <D ewv(@n) +2- > di,
1 1

woraus folgt

el < Y co@) + [ oda @)

Sei anderseits A ein abgeschlossener Quader so, dass p(z) = 0 fiir ¢ A; sei ferner m
das Maximum von ¢. Dann ist die Treppenfunktion ¢ := m -1 4 — ¢ nicht negativ und
auch fiir sie gitl ||4||1 < [¢dz. Hieraus und mit Teil (a) folgt

/wdw=/(m-11A—<P)dx§ o+l — 11l < Nl -

Zusammen mit (2) ergibt das die Behauptung.

Abgabe: in der Woche vom 14. Mai 2018, in der Ubungsstunde oder in den Féchern im HG F 28



