Pror. THOMAS WILLWACHER Analysis II (D-ITET)

FS 2018

Musterlosung Serie 13

Hinweis: Nur die ersten vier Aufgaben sind relevant fiir den Bonus.

1. Seir: [a,b] = (0,00) eine stetig differenzierbare Funktion.

(a) Finde Formeln fiir das 1-dimensionale Volumen und den Schwerpunkt S = (S, S,) des

Graphen
I:={(z,7(2))]|z € [a,b]} C R?

(b) Zeige, dass der Fliacheninhalt der Rotationsflache
Rr :={(2,y,2) €ER¥|a < 2z <b, 2* +y* = 1(2)?}
durch die zweite Guldinsche Regel gegeben ist:

vola (M) = 27S, - voly (T).

Losung:
(a) Wir parametrisieren I" durch die Kurve

v :la,b] = T, ~y(t) := (t,r(t)).

Fiir diese Parametrisierung gilt
det(dr* (t)dy () = [V = /1 +72(t)
und somit ist das 1-dimensionale Volumen von I' gegeben durch
b
voly (T') = / lds = / V14 72(t)dt
r a

Der Schwerpunkt S = (S, S,) von I ist definiert durch

1 1
SZ -_W/I;st, ST —m/rrds

Mit der Parametrisierung v konnen wir diese Integrale wie folgt berechnen:

1 1 b
- - - -2
S ol (T /Fz ds Vol (T /a t/1472(t)dt

1

1 ’ .
Srzm/rrds:m/a r(t)/1+72(t)dt

(b) Wir parametrisieren die Rotationsflache mit

r(t) cos(¢)
¥ :a,b] x [0,21] = Rp,  4(t,¢) = [ 7(t)sin(¢)
t



Die Jacobimatrix von v ist gegeben durch

7(t) cos(¢p) —r(t)sin(e)
dy(t,e) = | 7(t) Slin(¢) r(t) COOS(¢)

und damit erhalten wir

Dies liefert fiir das Flachenelement beziiglich v

Vdet(dt(t, )di(t, ¢)) = r(t)\/1 +72(t)

Damit erhalten wir fiir den Flacheninhalt der Rotationsfliche Rr

vol2(Rp):/RFIdS:/ab/O%r(t)\/mdt
:27r/abr(t)mdt

= 2mvoly (T)S,.

Dabei haben wir in der letzen Gleichung die Formel aus Teil (a) fiir die r-Koordinate
des Schwerpunktes S = (S, S,.) benutzt.

2. Fiur R > a > 0 betrachten wir den Torus

TR = {(x7y7z) €R3

(\/x2+y2—R)2+22:a2}.

(a) Zeige, dass Tg , eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist.
(b) Berechne die Flidche des Torus va(Tr.q)-

Loésung:

(a) Es gilt Tg, = f~!(a?) fiir die Funktion

FIRP SR, f(ry2) = (W-R)2+z2.

Wir behaupten, dass a? ein regulirer Wert von f ist. Dann garantiert der Satz vom

reguléren Wert, dass Tg,, in der Tat eine Untermannigfaltigkeit ist. Nach Annahme
gilt £(0,0,2) = R? + 22 > R?* > a? und folglich schneidet Tx , nicht die z-Achse. Im
Komplement der z-Achse ist f stetig differenzierbar und es gilt

2e(v/22+y? —R) 2y(v/2?+y?>—R)

, , 22 .
/,I2 + y2 /.’,EQ +y2

Falls z # 0 gilt, folgt direkt df (z,y,2) # 0 und die Ableitung ist surjektiv. Falls z =0

und f(z,y,0) = a? gilt, folgt |\/22 + y2 — R| = a # 0 und entweder x # 0 oder y # 0 ist
erfiillt. Es folgt dann ebenfalls df (z, y, z) # 0 und die Ableitung ist wiederum surjektiv.

df (z,y,2) = (

(b) Betrachte die Parametrisierung
cos(a)(R + acos(f))

Y :[0,27] X [0,27] = Tr.q, P(ay, B) := sin(a)(R.Jr(%;tos(B))



Wir berechnen

—sin(a) (R + acos(f)) —acos(a)sin(f)
dy(a,B) = | cos(a) (R+acos(B)) —asin(a)cos(f)

0 acos(f)
und )
avta,) (e, = (0O )
sowie

\Jdet(di(a, )T dib (e B)) = (R + acos(8))a.
Damit folgt

volo(Tr.a) = /

Tr

27 2m
) ldS:/O /0 (R + acos(B))adadp

2m
= 2%/ Ra + a? cos(B) df = 47° Ra.
0

3. Betrachte die Sphire S? := {(x,y,2) € R®|2? + ¢y + 22 = r?} C R3. Belegt man diese
gleichméssig mit einer Masse konstanter Dichte p > 0, so ist das resultierende Gravitations-
potential im Punkt p € R3\S? gegeben durch

p
V(p) ::/ —— dS(x).
sz ||z —pll
Zeige, dass V (p) = 4mrp fiir alle p im Inneren der Sphére gilt. Insbesondere ist V' im Inneren
der Sphére konstant und iibt dort keine Gravitationskraft aus.

Hinweis: Aus Symmetriegrinden kannst Du p = (0,0,a) mit |a| < r annehmen. Dann gilt
in Kugelkoordinaten ||z — p|| = \/r2 — 2racos(f) + a2 und das Oberfiichenintegral lisst sich
in diesen Koordinaten explizit berechnen.

Loésung:
Wir parametrisieren die Sphére S? mit Kugelkoordinaten
r cos(¢) sin(6)
bo[0.20] x [0,7] > 82, @(6,6) = | rsin(@)sin(0)
r cos(f)
Wir berechnen als néchstes das dazugehorige Flachenelement: Die Jacobimatrix von 1 ist
gegeben durch
—rsin(¢)sin(f) rcos(¢) cos(d)
dy(¢,0) = rcos(¢)sin(f)  rsin(¢p) cos(h)
0 —rsin(6)
Damit folgt

r

av(o.0fav(o.0) = (75005

und somit

Vdet(dy(¢,0)'d (4, 0)) = r* sin(6).

Als né#chstes miissen wir den Integranten in Kugelkoordinaten angeben kénnen. Aus Sym-
metriegriinden kénnen wir annehmen, dass p = (0,0, a) auf der z-Achse liegt mit |a| < r.
Dann gilt

[|(p,0) — aH2 = r? c052(¢) sin2(¢) + 72 sin2(¢) sin2(0) + (rcos(8) — a)2
= r%sin?(0) + 2 cos?(0) — 2ra cos(h) + a?

=% — 2racos(h) + a?



Damit konnen wir schliesslich das Gravitationspotential von p berechnen und erhalten:

2m
/Sz II:v—pH / / \/rg_chos 0t a2 =T ? sin(0) d9d¢

/ sin(6)
= 2mpr?
\/7"2 — 2racos(f) + a?

dé

O=m

= 27mpr? [\/7“2 —2racos(f) + a?
ra 90
=2mpr?[(r +a) — (r — a)]

= dmpr.

4. Zu von 0 verschiedenen reellen Zahlen s1,...,s, € R* definiere S: R" — R™ durch =z —
(x1/51, .- Tn/Sn). Zeige:

(a) Ist f iiber R™ integrierbar, dann auch f o .S, und es gilt

n S1 Sn R

(b) Mit A C R™ ist auch S-1(A) messbar und hat das Volumen
v(ST(A)) = |s1-... 50| v(A).

Man berechne damit das Volumen eines Ellipsoids im R3.

Loésung:

(a) Bei S handelt es sich um eine (sogar lineare) Transformation, wir kénnen also den
Transformationssatz anwenden. Da S surjektiv ist, gilt ausserdem S(R"™) = R™.

/n f (Z o f:) "z = /S(R") F(S(x)) d"x
- /Rn f(@)|det(DS (@) d"z = |s1 ... 5| /Rn fx) d"s

(b) Die zu zeigende Aussage folgt, wenn wir entweder f = 1 4 setzen oder . Seien a,b,c €

R< ¢ die Langen der Halbachsen des Ellipsoids, dann ist dessen Volumen also a-b-c- %ﬂ.

5. Berechne den Fluss des Vektorfeldes
K:R?® - R3 K(z,y,2):=(0,0,1—2)
von unten nach oben durch die obere Hilfte der Einheitssphére
H:={(v,y,2) eR3 |2 + 9> + 22 =1, 2 > 0}

(a) als Flussintegral [, (K,v)dS,

(b) mit Hilfe des Satzes von Gauss. Hinweis: Finde ein dreidimensionales Gebiet 2, dessen
Rand H enthdlt und so, dass der Fluss durch den restlichen Rand 02\ H einfach zu
berechnen ist.



Loésung:

(a) Wir parametrisieren H als Graph tiber der Einheitskreisschreibe:

u
¥ {(u,v) € R*|u? +0* < 1} — H, Yu,v):=v], wi=+v1—u?—12

w
Das dazugehorige Flachenelement ist definiert durch

dS = \/det (dvp(u, v)tdip(u, v)) du dv

Dies konnen wir alternativ schreiben als
dS = |0y (u, v) X Oyt)(u,v)|| dudv

In unserem Fall gilt

1 0
O (u,v) = 0 , Opth(u,v) = 1
-u/w -v/w

sowie

1 0 u/w
O (u,v) X Optp(u,v) = ( 0 ) X ( 1 ) = (v/w) .
-u/w -v/w 1

Das Kreuzprodukt liefert ein Normalenvektorfeld auf H. Da es in die gleiche Richtung
wie v zeigt, folgt

_ Outhp(u, v) X Oyip(u, v)
(V) = T ) X o, )]

Insgesamt erhalten wir also

/ (K,v)dS = (rot (f) (¢ (u,v)), Ot (u,v) X Oy (u,v)) dudv
H {u2+0v2<1}

0 u/w
:/ <( 0 ),(v/w)>dudv
{u?+02<1} \ \1 —w 1

:/ (1—w)dudv=/ (1—\/1—u2—v2) du dv
{u?+v2<1} {u?+v2<1}
:volg({u2+v2§1})—/ V1—u?—v2dudv

{u?+v2<1}
2m 1
:7T—/ / V1—r2rdrdg
o Jo
r=1
1 1
= —2r {—3(1 - r2)g}r_0 =37

(b) Wir wéhlen die obere Hélfte des Einheitsballs
Q:={(z,y,2) e R3 | 2?4y +22<1, 2> 0},

und berechnen div K = -1. Dann ist 9 \ H die Scheibe D? := {22 + y? < 1, z = 0},
auf der v = (0,0,-1).
Somit gilt

/(K,V}dS:/didexdydz—/ (K,v)dS
H Q D2
:/—1dmdydz—/ (z—1)dxdy
Q D2
= —volz(Q) + voly(D?)

:—§7T+7T=§7T



6. Hinweis: Die folgende Aufgabe stammt aus der Priijfung Analysis I-11 fir D-CHAB, D-MATH,
D-PHYS, Herbst 2004.

Es seien a, b, ¢ > 0 feste Zahlen und

V.= {(x,y,z) e R?

(a) Skizziere V und berechne

(b) Berechne den Fluss
o= / (K,v)dw fiir K(z,y,2):=(—2%yz, zy’z, 2%).
v
Dabei ist 9V so orientiert, dass v von innen nach aussen beziiglich V' weist.

Loésung:
a) [4P]

Abbildung 1: Die Menge V ist ein massives Paraboloid mit ellipsoidischem Querschnitt. (1 Punkt)
Sei
ax:=x und by:=y,
was auf den Integrationsbereich
V={@792|P+7*<z<c}
fithrt. Wir benutzen nun Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) mit
0* =7°4+7y%, T=opcosp, y=opsing.

Aus
drdydz = abdz dydz = abodod¢ dz

sowie o < /z ergibt sich

7= / (2 +y*) dedydz = /~(a2§f2 + v*9?) dz dy d=
14 v
c 27 vz
= / / / (a?0% cos® ¢ + b 0? sin? @) abododg dz
2=0J =0 J p=0

27 c vz
=ab- / (a® cos? ¢ + b2 sin? ¢) dep - / / 0 dodz
0 z=0 J p=0

32 2 © 22 _| T 2, 12,3
=ab- (a*7 4+ b*m) dz =| —ab(a” + b°)c
, 4 12




[Anmerkung:
27 27
/ sin? g dg = / cos?pdp =
0 0

kann ohne Weiteres verwendet werden; Herleitung ist einfach mittels part. Integration.]

b) [4P] Aus dem Satz von Gauss ergibt sich

@:/ <K,1/>dw:/didexdydz
v 1%

:/(—29:yz+2xyz+22)dxdydz:/ 2zdxdydz.
v v

In einer dhnlichen Rechnung zu a) erhalten wir

2 c vz c p o
<I>:ab/ d¢'/ / 2zgdgdz:ab-27r-/ 2z Zdz =| =—abc® (2)
0 z=0J 0=0 0 2 3

. Sei M = {(z1,72,23) € R® |23 + 23 — 223 = 0}, f : R® — R3 das Vektorfeld
3$2

f(@1,@2,23) = | —2123
xzig

und G := {(z1,22,23) € M |x3 <2} C M.

(a) Sei v: G — S? das in x3-Richtung zeigende Einheitsnormalenfeld. Berechne das Flus-
sintegral

/ (rot(f), ) dS
G

(b) Sei T : dG — S? das Einheitsnormalenfeld entlang G wie im Satz von Stokes. Berechne

das Wegintegral
/ (f,7)dS.
ble]

Loésung:

(a) Wir berechnen zunéchst

x% +
rot(f) = 0
‘*I34*3

und parametrisieren G als Graph iiber dem Kreis {u? + v? < 4} mit

Y {(u,v) € R?[u? +0% < 4} = G, P(u,v) = v

Das dazugehorige Flachenelement ist gegeben durch

dS = +/det (dip(u, v)tde(u, v)) du dv.
Dies konnen wir alternativ schreiben als

dS = |0y (u, v) X Oyt(u,v)|| dudv



In unserem Fall gilt

1 0
Outp(u,v) = {0 ], dP(u,v) = | 1
U v
sowie
1 0 —u
Ot (u,v) X Optb(u,v) = [0 | x [1] =] —v
U v 1

Das Kreuzprodukt liefert ein Normalenvektorfeld auf M. Da es in die gleiche Richtung
wie v zeigt, folgt
Oup(u, v) x i) (u,v)
v(Y(u,v)) = .
0D = 6,5, ) % 0,00, 0

Insgesamt erhalten wir also

/G (rot(f), v) dS = (0t () (11, ), Buth (1, v) X Dytb(u, v)) du v

{u2+v2<4}
(u? +v3)?%/4+u —u
:/ < 0 , | —v > du dv
{w?+o?<d} \ \ —(u? 4+ 02)/2 -3 1
1 1
= /{ ey ——(u? + v —u? — §(u2 +v?) = 3dudv

1
:/ —u? — Z(u? +v?) = 3dudv
{u2+’u2§4} 2

= —3voly({u? +v? < 4}) — / u? + v? du dv

{u?+v2<2}
27 2
:—1271'—/ / r® drdg
o Jo
=2

- 127 — [frﬂ )
2 r=0

Dabei haben wir in der vierten Zeile benutzt, dass das Integral iiber u(u? + v?)? ver-

schwindet und in der fiinften Zeile haben wir benutzt, dass

1
/ u? dudv = / v dudv = / —(u? 4+ v?) dudv
{u2+v2<4} {u2+v2<4} {u?2+v2<4} 2

gilt. Beides folgt aus der Symmetrie des Integrationsbereich und der jeweiligen Inte-
granden.

Wir parametrisieren {u? +v? = 4} auf die iibliche Art durch ¢ — (2 cos(t),2sin(¢)) und
benutzen die Parametrisierung 1) um hieraus eine Parametrisierung von dG zu erhalten:

2 cos(t)
v :[0,27] — IG, ~(t) := | 2sin(t)
2

Das Linienelement beziiglich v ist gegeben durch
dS = |[5(t)|dt
und das Tangentialvektorfeld 7 ist gegeben durch

T(v(t)) = ,Y(t)
OO = o




wobei man tiberpriift, dass v den Rand OG in der korrekten Richtung durchlauft. Dann

folgt
_ [T O\
[ wmas= [ (raon 200 s

- / CF ), A0 de

27 6sin(t) —2sin(t)
= / < —4cos(t) |, | 2cos(t) > dt
0 8sin(t) 0

27
_ / _125in2(t) — 8cos®(£) dt
0

= —207

8. Sei M := {(z1,72,23) € R® |23 + 23 = 23} und f : R3 — R3 das Vektorfeld

T3
flxy, o, 23) = | 21
]

Bezeichne mit v : M — S? das in x3-Richtung zeigende Einheitsnormalenfeld von M.
Berechne das Integral

| it as

G

mit G := {(x1,22,23) € M ||x3] < 1} auf zwei Arten:

(a) direkt mit der Definition.

(b) mit Hilfe des Satzes von Stokes, indem Sie ein Vektorfeld g mit rot(g) = f finden und
dieses entlang 0G integrieren.

Loésung:

(a) Wir parametrisieren G als Graph {iber der Einheitskreisschreibe:
Y {(u,v) € R?[u? +0% < 1} = M, P(u,v) = v

Das dazugehorige Flachenelement ist definiert durch

dS = +/det (dvp(u, v)tdy(u, v)) du dv
Dies konnen wir alternativ schreiben als
dS = |0y (u, v) X Oyt)(u,v)|| dudv

In unserem Fall gilt

1
aud’(“v U) = 0 ) &ﬂ/)(% U) = 1
2u 2v
sowie
1 0 —2u
Oup(u,v) X Optp(u,v) =10 | x| 1| =1]—-2v
2u 2v 1



Das Kreuzprodukt liefert ein Normalenvektorfeld auf M. Da es in die gleiche Richtung

wie v zeigt, folgt
 Out(u,v) X Oytp(u,v)
v(y(u,v)) = |00 (1, v) X Optp(u,v)|]

Insgesamt erhalten wir also

]/aﬁu>dszz (Pt 0)), Dt (1, 0) X Dyt (u,v)) dudo
G {u?+v2<1}

u? + 0?2 —2u
:/ U , | —2v du dv
{u24+2v2<1} v 1

—2u(u® + v?) — 2uv + vdudv
{u?+v2<1}

0

Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass aus Symmetriegriinden die Integrale
iiber die jeweiligen Summanden verschwinden. Bspw. ist das Integral von u(u? + v?)
iiber die linke Halfte mit u < 0 genau das Negative von seinem Integral iiber die rechte
Halfte mit v > 0 und diese Werte haben sich gegenseitig auf.

Sei f(x1,22,x3) = (23,21, 22) und betrachte die Gleichung rot(g) = f:

02,93 — Oz, 2 T3
rOt(g) = aw3gl - 8I1g3 =1|T1 = f
02,92 — Oz, 01 T2

Diese Gleichungen hat viele Losungen fiir g, welche durch Raten gefunden werden kon-
nen, z. B.
T3
g(w1, 22, 23) = | T122
T2T3

Wir parametrisieren den Einheitskreis {u? 4+ v? = 1} auf die iibliche Art durch t
(cos(t),sin(t)) und wenden anschliessend die Parametrisierung ¢ von oben an. Dies
liefert die folgende Parametrisierung von 0G

cos(t)

v :10,27] — OG, ~(t) = | sin(¢t)
1

Diese Parametrisierung ist kompatibel mit der Orientierung, welche der Satz von Stokes
vorgibt, und es folgt

/’@mwszfﬂmwmxwmm
oG 0

o cos(t) — sin(t)
:/ < cos(t)sin(t) |, | cos(?) >dt
0 sin(t) 0

/0 . cos(t) sin(t) + cos?(t) sin(t) dt

0

Im letzten Schritt haben wir wiederum benutzt, dass aus Symmetriegriinden alle Inte-
granden jeweils zu Null integrieren.

10



