ProF. THOMAS WILLWACHER Analysis IT (D-ITET) FS 2018

Serie 14 — Probeprifung — Musterlosung

Hinweis: Die Punktangaben sind, wo vorhanden, 1 zu 1 aus alten Priifungen ibernommen und
gelten bloss als ungefihre Richtlinie fiir die kommende Prifung.

Aufgabe 1.
Sei f: R — R gegeben durch

Fla) = {COS($+7T> x>0

24+z—1 z<0.

1. Wo ist f stetig?
2. Wo ist f differenzierbar?

3. Wo ist f stetig differenzierbar?

Losung:
Ausserhalb von = 0 ist f stetig, differenzierbar und auch stetig differenzierbar.

[1 Punkt]
1. Es gilt limy_,0 40 f(2) = —1 und lim,_,0 4<o f(x) = —1, deshalb ist f auch bei 0 stetig.

[2 Punkte (1 fir Grenzwert, 1 fiir Schlussfolgerung)]

2. Die Ableitung von f ausserhalb 0 ist gegeben durch

() = —sin(z+m) >0
2z +1 x < 0.

Es gilt limy_,0 40 f'(z) = 0 und lim,_,0 y<o f'(z) = 1, deshalb ist f bei 0 nicht differenzier-
bar.

[2 Punkte (1 fir Grenzwerte, 1 fiir Schlussfolgerung))

3. Da f bei 0 nicht differenzierbar ist, ist f dort insbesondere nicht stetig differenzierbar

[1 Punkt]

Aufgabe 2.
Berechne die folgenden Grenzwerte:

1.




n

. k% +n?
lim E 3
n—o00 n
k=1

Hinweis: Interpretiere die Folgenglieder als Riemannsche Summen.

Losung:

1. Wir bringen alles auf einen Hauptnenner und kiirzen:

. ( 1 4 ) . o r+2—-4
lim — = lim ————

=2 \x — 2 x2 —4 z—2 x2—4
I 1 1
= l1im = —
=21 + 2 4

[2 Punkte]

2. Wir erweitern, um die Wurzel zu entfernen, und erweitern dann mit %:

R
lim (\/:r2+:r—ac> = lim ———
T—00 T—00 \/1‘2+1‘+$
. 1 1
= lim = —
T—00 1_,_%_’_1 2

[3 Punkte (1 Punkt pro Gleichheitszeichen)
3. Das n-te Folgenglied ist eine Riemannsche Summe von f(z) = 22 + 1 beziiglich der equidi-
stanten Partition von [0,1] mit Feinheit 1. Daher gilt

, k2 +n2 1 k2 v 1, "' 4
nli,ngoz 3 —,}HEOZg (n> +1 —/0 T +1dx—§:v +x =3

k=1 k=1 =0

[2 Punkte]

Aufgabe 3.

1. Konvergiert die Reihe

£

n=1

2. Fiir welche x € R konvergiert die Reihe

> !
“— log(n+1)

Losung:

1. Wir wenden das Quotientenkriterium an:

Dies ist kleiner als 1, also konvergiert die Reihe.



[2 Punkte]

Alternative: Mit dem Wurzelkriterium ergibt sich

- 2”_21_ (2
e \["\3) T 3) B VT \3)"

woraus ebenfalls die Konvergenz folgt.

. Wir berechnen zuerst den Konvergenzradius (beispielsweise mit 1’'Hospital)

‘H

S
-

p= lim ——— % = lim 2 =1.

n—oo log(n +2) n—oo

i
J,-)—A
3]

Damit sehen wir, dass die Reihe konvergiert fiir |z| < 1 und divergiert fur |x| > 1.
[8 Punkte (2 fir Konvergenzradius, 1 fiir Schlussfolgerung)]

Alternative: Konvergenzradius mit Wurzelkriterium berechnen.
Es verbleiben die Punkte £ = 1 und x = —1, welche wir separat betrachten miissen.

Fir z = 1 nutzen wir, dass log(n + 1) < n und kénnen so abschétzen

> 1 1
nz::llog(n—kl) >;ﬁ'

Die harmonische Reihe divergiert bekanntermassen, also divergiert auch unsere Reihe fiir
z=1

[2 Punkte]

Fiir x = —1 haben wir eine alternierende Reihe. Da lim,, m = 0 und die Konvergenz

dieser Folge monoton ist (resp. da alle m positiv sind), konvergiert die Reihe.

[2 Punkte (Uberpriifen, dass m — 0 ist notwendig!)]



Aufgabe 4.
Berechne die folgenden Integrale:

1.

/Jce_”’2 dz
2.

/(log r)* dx
3.

9
—_d
/x3—3x—2 *

Hinweis: —1 ist eine doppelte Nullstelle des Nenners.

Losung:

1. Die Substitution y = 2 liefert

1 1 1 _.2
—a? = —_e Y = __e Y=__¢e*
/xe dx /26 dy 26 26 .
[2 Punkte]

2. Wir wenden die Variablentransformation y = log(z) an, integrieren zweimal partiell und
transformieren zurtick:

/(logx)2 dr = /y26y dy = e¥y® — /dey dy
= e¥y? — 2ye? + /Zey dy = e¥y® — 2ye¥ + 2¢¥ + C
= z(logz)? — 2zlogz 4 2z + C.
[8 Punkte (1 fiir Transformation inkl. Ricktransformation, 1 pro partielle Integration)|
Alternative: Wir wenden partielle Integration an auf 1 - (log x)?.
/(logx)2 dx = z(logz)? — /2(10g ;v)%x dr = z(logz)? — 2/10gmdw
= z(logx)? — 2z logx + 22 + C.
3. Mit dem Hinweis gilt 2° — 3z — 2 = (z — 2)(x + 1)? und damit ist die Partialbruchzerlegung
/ﬁdwz/ﬁd&:—i—/%dm.
[2 Punkte]

Der erste Term ist

1
/ dx =log |z — 2| + C,
T —2

[1 Punkt (mit Betrag!)|



der zweite ist

/_4_xdx——/ 3 n r+1 e
(z+1)277 (z+1)2  (z+1)?
3
= —1 1|+ C.
g ~loglr 1]+

[2 Punkte]

Insgesamt also

9 3 x—2
- dr = 1 C
/m3—3x—2 o x+1+0g|x+1‘+

Aufgabe 5.
Finde alle Losungen der ODE

Yy (x) +y'(x) — 6y(z) = 50 cos(x)
y(0) =0,
welche fir x — oo beschrankt sind.

Losung:
Wir berechnen zuerst die homogene Losung der ODE, also die Lésung von

y"(x) +y'(z) — 6y(x) = 0.

Das dazugehérige charakteristische Polynom ist A? + A — 6 = 0 mit Losungen A\; = —3, Ay = 2. Die
homogene Losung ist damit

yn = Cre 3" 4 Cye.
[2 Punkte]

Um eine partikuldre Losung zu finden, machen wir den Ansatz y,(z) = acos(z) + bsin(z) mit
zu bestimmenden Konstanten a und b. Einsetzen in die ODE und auflésen der Gleichungen ergibt

Yp = sinx — 7cosw.

[2 Punkte]
Die allgemeine Losung ist damit
y(x) = Cre™" 4+ Cpe?® +sina — Tcos x.
Aus der Bedingung y(0) = 0 ergibt sich die Bedingung
C,=7-0Ch.
[1 Punkt]

Fiir Beschranktheit fiir £ — oo bemerken wir, dass e 3%, sin z und cos z ohnehin beschrankt

sind. Wir miissen also nur verlangen, dass Cy = 0 gilt. Also

Cy=0
Cy=T.

[1 Punkt]



Die einzige Losung, welche alle Bedingungen erfiillt, ist deshalb
y(x) = Te 3" +sinx — Tcos .

[1 Punkt]

Aufgabe 6.
Bestimme die globalen Extrema der Funktion

f(@,y) = zye™
im Bereich D = {(z,y) € R? : 2 > 0,1 <y < 2,|ay| < 1}.

Losung:
Der Bereich D ist
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Die Funktion f ist stetig auf D, welches ein kompakter Bereich ist. Nach dem Satz von
Weierstrass folgt sofort, dass f im Bereich D ihr Maximum und ihr Minimum erreicht.
Zuerst suchen wir die globalen Extrema von f in D°. Der Gradient von f lautet

V() = ( ye (1 —wy) > .

xe (1 — xy)

[1 Punkt]
Wir setzen V f = 0 durch und erhalten danach das System
{ ye™ (1 —xy) =0
xe "Y(1—ay) =0,
dessen Losungen sind alle Punkte (z,y) € R? mit oy = 1 und der Punkt (0, 0).
[1 Punkt fiir jede Losung: 1+1=2]

Allerdings gehoren diese Losungen nicht zu D°.

[1 Punkt]

Somit miissen wir die globalen Extrema von f auf dem Rand 0D suchen.
Wir schreiben 0D als

4
0D = U Vi s
i=1
wobei die 7;
w1 =0DnN{z =0}
Y2 =0DN{y=1}
v3 =0DN{zy =1}
v4 = 0D N{y =2}
sind.
Wir bekommen deshalb



fl =f0,y9)=0;
Y1
[1 Punkt]
2.
J| = r@ ) =zt = @), 0z <,
Y2
Es folgt
2%, 92(0) = ga(1) = €7
[1 Punkt]
und
omin, 2(2) = g2(0) = 0;
[1 Punkt]
3.
fl =f1/z)=¢";
3
[1 Punkt]
4.
fl = f(x,2) =2z = gy4(z), 0<2<1/2;
Y4
Es folgt
—qg4(1/2) =1
Ogrggﬂgzx(x) 94(1/2) = e
[1 Punkt]
und
Ogrgrclgmm(x) = 94(0) = 0;
[1 Punkt]
Wir schliessen
_ -1 : _
mgxf—e , mll)nf—O.
[2 Punkte]

Aufgabe 7.
Berechne die Taylorreihen der folgenden Funktionen im Ursprung:

1. f(z) = Va3 + 25.
Hinweis: Wenn Du keine explizite Formel fiir die Taylorreihe findest, gib das Taylorpolynom
der Ordnung 3 an.

2. Berechne den Wert der Reihe .
— (-1
> G
= (2k+1)3

Hinweis: Verstehe die obige Reihe geeignet als Taylorreihe und benutze tan(g) =

s



Losung:

1. Es gilt ¥23 + 25 = /1 + 22, wir miissen deshalb nur die Taylorreihe von /1 + 22 berechnen.
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

o /1
Yite=Y ()
n
n=0

Setzen wir also 22 statt = ein, kriegen wir letztlich die Lésung

o 1
Va3 + 25 = xz (3’)3:2”
n

n=0
o 1
- E : <3)x2”“.
n
n=0

Mit direktem Rechnen kann man die ersten drei Terme des Taylorpolynoms berechnen und
mit den ersten drei Termen der Lésung vergleichen.

2. Die Taylorreihe von arctan(z) ist gegeben durch
1)k l+2k

Zo 1+2k:

Setzen wir also wie im Hinweis angedeutet z = % ein, kriegen wir

T t
— = arctan —
6

V3
_i (1"
L= (14 2k)3k+3

1
3;:0 1+2k 3k’

O

also ist die Losung ‘[”

Aufgabe 8.
Berechne das Volumen des Korpers

K = {(z,y,2) € B2’ + 2° < (cos(y))”, —

0|3

Losung:
Wir parametrisieren den Koérper mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, y). Das ergibt

| cosy|
Vol(K / / / rdrdyde
z .2lcosyl
:27r/2 T—
21y

dy
:7r/ (cosy)? dy
-3

[NE

[N

[3 Punkte (auch, wenn Formel direkt hingeschrieben mit Erwdihnung von Rotationskorper)|



Damit ist das Volumen

7Ty—&—sinycosy E 1,5

Vol(K) = 5 =5

w3

[2 Punkte]

Aufgabe 9.
1. Berechne die Ableitung der Funktion
FiRY3 SR, f(X) =det(XTX)

2. Ist die Menge {X € R®*3 | f(X) = 1} eine Untermannigfaltigkeit? (Begriindung ist
erforderlich.) Was ist ihre Dimension? Berechne ggf. den Tangentialraum an der Stelle
10

X =

o O oo
S oo
SO = OO

Losung:

1. Wir wissen aus Serie 5, dass fiir g(Y) = det(Y) gilt dg(Y)H = tr(adj(Y)H), wobei Y eine
Matrix in R3*3 ist. Durch Komposition mit der Abbildung X — X7 X, deren Ableitung in
Richtung H gegeben ist durch X7 H + H” X, erhalten wir dann

df (X)H = tr(adj(XTX)(XTH + HTX)).
2. Die Menge ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 15 — 1 = 14. Zum Beweis verwenden
wir den Satz vom reguldren Wert. Wir miissen dazu zeigen, dass fiir alle Matrizen X in der

Menge gilt, dass df (X) # 0. Setze dazu z. B. in der Formel oben H = X ein und erhalte mit
der bekannten Formel adj(A)A = det(A)1

df (X)X = tr(adj( X" X)(XTX + XT X)) = 2tr(adj( X T X)X X)
=2det(XTX) tr(l3x3) = 6det(XT X) = 6.
Also ist insbesondere df (X) # 0.
Der Tangentialraum an X wie oben ist
TxM =kerdf(X) = {H € R®® | tr(adj( X" X)(XTH + HT X)) = 0}

={HcR> | tr(XTH+H"X)=0}

={H e R | tr(XTH) =0}

= {H € R>® | tr(Hzx3) = 0}.

In der letzten Zeile ist Hzx3 der obere 3 x 3-Block von H, also

- <H3><3) .
*
Aufgabe 10.

Betrachte das (zeitunabhéngige) Vektorfeld
v(x) = Az,

mit z € R? und A € R?*?2 eine 2 x 2-Matrix.
Berechne fiir folgende A jeweils Eigenwerte und Eigenvektoren und zeichne darauf basierend
das Phasenportrait.
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Da die Eigenwerte Realteil >0 besitzen, ist die Spirale gegen aussen orientiert. Da die Matrix
Vektoren im Uhrzeigersinn dreht, ist die Spirale ebenfalls im Uhrzeigersinn orientiert.

=)

< < <

— o o

1. Eigenwerte 1 und 3, Eigenvektoren (1,1) und (—1,1) (Berechnung jeweils erforderlich!)

2. Eigenwerte 0.1 4+ 0.5¢ und 0.1 — 0.5¢, Eigenvektoren (—4,1) und (7,1)

3. Eigenwert -2 und Eigenvektor (1,0)

Losung:



Aufgabe 11.
Sei M := {(z1,72,73) € R®|2? + 23 — 223 = 0}, f : R® — R? das Vektorfeld
31‘2
f(@1,22,23) = | 2123

3’22(17%

und G := {(z1,22,23) € M |23 <2} C M.
Sei v : G — S? das in xs-Richtung zeigende Einheitsnormalenfeld. Berechne das Flussintegral

/mﬂﬁwwS
G

Losung:
Verschiedene mogliche Losungen:

1. Sei 7 : G — S? das Einheitsnormalenfeld entlang OG wie im Satz von Stokes. Wir berechnen
das Wegintegral
/ (f,7)dS.
oG

Dazu parametrisieren wir {u? + v? = 4} auf die iibliche Art durch ¢ — (2 cos(t),2sin(t)) und
benutzen die Parametrisierung ¢ um hieraus eine Parametrisierung von dG zu erhalten:

2 cos(t)
v :[0,27] — OG, ~(t) := | 2sin(t)
2
Das Linienelement beziiglich ~y ist gegeben durch
dS = [13(t)||dt

und das Tangentialvektorfeld 7 ist gegeben durch

y(t)

ol

wobei man iiberpriift, dass v den Rand OG in der korrekten Richtung durchlauft. Dann folgt

[T QI
[ wnas= [T (6@, 20 s

:A”wwm»wmdt

T(7())

ox | [6sin(t) —2sin(t)
= / < 4cos(t) |, [ 2cos(t) > dt
0 8 sin(t) 0
= /27r —12sin?(t) 4 8 cos?(t) dt
0

= 4.

2. Wir berechnen zunéchst
2 _
T3 X1
rot(f) = 0
r3 — 3

11



und parametrisieren G' als Graph iiber dem Kreis {u? + v? < 4} mit

¥ {(u,v) € R*|u? +0? <4} = G, P(u,v) = v

Das dazugehérige Flachenelement ist gegeben durch

dS = +/det (dvp(u, v)tdy(u, v)) du dv.
Dies konnen wir alternativ schreiben als
dS = ||0ut(u,v) X Oyp(u,v)|| dudv

In unserem Fall gilt

1 0
O(u,v) =101, O (u,v) = | 1
U v
sowie
1 0 —U
Ou(u,v) X Opb(u,v) = [0 x 1] =] —v
U v 1

Das Kreuzprodukt liefert ein Normalenvektorfeld auf M. Da es in die gleiche Richtung wie v

zeigt, folgt
 Out(u,v) X Oytp(u,v)
v(y(u,v)) = [10uth(u, v) X Oyth(u,v)||”

Insgesamt erhalten wir also

/G<rot(f),1/> ds = (rot(f) (¢ (u,v)), Outb(u,v) X Oyt (u,v)) dudv

{u?2+v2<4}
(u?2 +v%)?%/4 —u —u
= / < 0 , | —v > du dv
{u?+v2<4} (u? +0v2%)/2 -3 1
1

1
:/ @ 4 o))t 4 - (u? 0?) — 3dud
{u24+v2<4} 4 2

1
:/ u? 4+ = (u? +v?) — 3dudv
{u2+v2<4} 2
= —3voly({u? +v* < 4}) +/ u? +v? dudv

{u2+v2<2}
2w p2
=—127 +/ / r3 drdg
0 0
=2

=127 + [zr‘l] = —A4m
2 r=0

Dabei haben wir in der vierten Zeile benutzt, dass das Integral iiber u(u? +v?)? verschwindet
und in der fiinften Zeile haben wir benutzt, dass

1
/ u? dudv = / v dudv = / —(u® 4 v?) dudv
{u2+v2<4} {u?2+v2<4} {u?2+v2<4} 2

gilt. Beides folgt aus der Symmetrie des Integrationsbereich und der jeweiligen Integranden.
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Aufgabe 12.
Sei v = (w22, 2%y — 23,22y + y?2) und S = {(z,y,2) € R3|z = /1 — 22 — y2, 2 > 0}. Berechne

/v-da.
s

Losung:

Wir bezeichnen mit V = {(z,y,2) € R*|z < /1 — 22 —y2,2 > 0} die Halbkugel und mit
D = {(x,y,2) € R®z = 0, 22 + y?> < 1} die Scheibe in der z-Ebene, so dass der Rand von V
die Vereinigung von S und D ist. Wir wenden den Divergenzsatz auf das Vektorfeld an, um zu

schreiben:
/v-da:/ divvdV—/ v -do.
S % D

Die Divergenz von v ist divv = 22 4+ y? + 22. Durch die Verwendung von Kugelkoordinaten
kriegen wir
2 z 1 o
/(x2+y2+22)dV:/ / / r? . r?sinddrddde = —.
1% o Jo Jo 5

Um das Integral iiber die Scheibe zu berechnen, bemerken wir, dass v|p = (0, 2%y, 27y) und
dass der Normalenvektor gegeben ist durch (0,0, —1). Damit ist

/U~da:—//2xydasdy:0,
D

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie ausgenutzt haben.

[1 Punkt]

[3 Punkte]

[2 Punkte]

Insgesamt ist damit

[1 Punkt]

13



