PrOF. THOMAS WILLWACHER Analysis IT (D-ITET) FS 2018

Musterlosung Serie 3

1. Wir betrachten die Funktion

z—7)(y—1)3
goy) = | GG falls (wy) # (1)
- , falls (z,y) = (1,1)
Ist g stetig an der Stelle (1,1)?
Was ist mit f: R? — R? (z,y) — ((z — Dg(x,y), (y — Dg(z,y))?

Losung:

Es gilt
(@ —my -1 _ |Jo—ally—1P
(z—12+[y—1 "  |y—1

=z —7l(y - 1)*.

Und somit gilt
lim  g(zr,y) < lim |z —7|(y—1)?2=0.

(z,y)—(1,1) (z,y)—(1,1)
Also ist g nicht stetig an der Stelle (1,1).

Fiir f hingegen gilt sowohl

lim z,y) =0,
(rvy)—>(171)f( v)

als auch f(1,1) =0.

2. Berechne das Matrixexponential

et = exp(tA) := i tA)"

= n!
fiir die folgenden Matrizen.
1 0 0 1 -6 0
(a) A= 0 =2 0 (¢ A= 20 —-11 O
0 0 15 0 0 2
2 1 0
(by A= 0 2 1 (2 -1
0 0 2 (d) A= 1 2
Losung:

(a) Da A eine Diagonalmatrix ist, konnen wir ihre Potenzen direkt angeben durch

1 0 0
AP =10 (=2 o0
0 0 15k

Damit folgt mit der Definition des Matrixexponentials:

o] tk €t 0 0
etA — EAk — 0 672t 0
k=0 0 0 e



(b) Zerlege A= D + N mit

D = s N =

O O N
O N O
N OO
o O O

1
0
0

o = O

Da D ein Vielfaches der Identitdtsmatrix ist, kommutieren die Komponenten D und
N, d.h. DN = ND. Unter dieser Voraussetzung gilt genau wie bei der reellen Expo-
nentialfunktion die Multiplikationsregel

6tA — €tD€tN.

t

Wie in Teil (a) erhélt man

Fir N berechnen wir

0 0 1 0 0 0
N*=10 00 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Insbesondere gilt N* = 0 fiir k und aus der Definition des Matrixexponentials folgt:
o 4k 1 00 0t0100t2 1t 32
eN=N"N'=[010 |+l 00 ¢t |+ 00 0 |=f01 ¢t
k! 2
k=0 0 0 1 0 0 0 0 0 O 0 0 1
Somit folgt
1t 3t e 0 0 1t 3t
eft=10 1 ¢ 0 e 0 |=e*l0 1 ¢t
0 0 1 0 0 % 0 0

(c) Sei Ag := < ;é __161 ) Diese Matrix ist diagonalisierbar als Ag = QDQ "

1 0 31 _ 2 -1
(o ) em(5a) @er=(55)

Aus der Formel AX = QD*Q~! kann man exp(Ag) = Qexp(D¥)Q~! folgern. Somit

erhalten wir

t t
tAy e 0 1 (31 e 0 2 -1
N _Q<o e_t)Q _<52 0 et -5 3
_( 6et—b5et  —3e' +3et
T\ 10et —10e7t  —5et + et
Da die urspriingliche Matrix A eine Blockdiagonalmatrix ist, erhalten wir

6e! —5e t —3et+3et 0
ed = 10et —10e~t —5et +6et 0
0 0 e?t

(d) Wir zerlegen die Matrix als A = D + H mit

oe(34) we(57)



Wie in Teil (b) sehen wir, dass DH = HD gilt und somit

etA _ €tD€tH.

Da D eine Diagonalmatrix ist, erhalten wir fiir den ersten Faktor

et 0
etD - ( 0 ezt ) .

Fir die Matrix H berechnen wir die ersten Potenzen zu:

(0 -1 s (-1 0
r=(v ) om0
s (0 1 s (10
H'—<—10’ B=10 1

Es folgt H* = H*+*, das heisst alle vier Potenzen erhalten wir die selbe Matrix, und
ausserdem gilt H*+? = —H*. Damit berechnen wir

oS} e} Y 0o 54201 .
thk _ Zj:O(_l)J(ZTQi - Ej:()<_1)-] o | ( cos(t) —sin(t) )
P k! Z;io(_l)J (;j+1)! Zﬁo(_l)jﬁ sin(t)  cos(t)

Alternativ, kbnnte man H auch in eine komplexe Diagonalmatrix transformieren um

dann analog wie in Teil (c) die Exponentialmatrix e/’ berechnen. Fiir das Matrixex-
poential von A erhalten wir:

A _ DGt _ < et (gt > < cos(t) —sin(t) > _ 6%( cos(t) —sin(t) )

0 e sin(t)  cos(?) sin(t)  cos(¢)

a) Zeige fir A, T € C**™ T invertierbar die Identitat
(a) Zeig : ;
T-1. A .7 = eT_l-A-T.
(b) Zeige fir A € C™*™ die Identitét
det (eA) = etr(4)

wobei tr(A) = a11 + a2 + - - + apy die Spur von A bezeichnet.

Tip: Zeige zundchst, dass die Formel fiir eine Diagonalmatriz D und eine strikte obe-
re Dreiecksmatriz N gilt. Benutze anschliessend ein Theorem aus der linearen Algebra
(Jordan Normalform) welches besagt, dass fiir jede Matriz A ein Basiswechsel Q) exi-
stiert, sodass QAQ™! = D 4+ N gilt, wobei D eine Diagonalmatriz und N eine strikte
obere Dreiecksmatriz N ist und zusdtzlich DN = ND gilt.

Loésung:

(a) Mittels Induktion lisst sich zeigen, dass fiir k € N die Identitit T-1- Ak T = (T—1. A-T)k
gilt. Somit haben wir:

o tF o tF otk -
—1 A _ -1 k _ —1 k _ —1 k _ T AT
T 1A T=T -ZHA -T_ZET A -T_ZH(T AT =e .
k=0 k=0 k=0
(b) Fiir eine Diagonalmatrix gilt
d 0 - 0 et 0 ... 0
0 dy -+ 0 0 el ... 0
D= . . . = eP = . . .
0 0 - d, 0 0 ... efn



Damit folgt

tr(D)

det(eD) — eigdz ... pdn — pditdettdn _ o .

Sei nun N eine strikte obere Dreiecksmatrix

0 ci2 -+ cin

0 0 - cgp
N = . . .

0o 0 --- 0

Mit vollstdndiger Induktion sieht man leicht, dass fiir kK > 1 alle Potenzen N k strikte
obere Dreiecksmatrizen sind. Mit der Definition des Matrixexponentials folgt

1 % - %
> N 1 1 0 1 - =
N 2 3
= — =14+ N+_-N*+-N’+... =
eN=3" u + N+ SN+ 2N o
=0 Do :
00 --- 1
und e” ist eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Hieraus folgt

det(eV) =1 =€ = ),

Fiir eine beliebige Matrix A, wihle einen Basiswechsel @, sodass QAQ~! = D + N die
Jordan Normalform ist. Wegen DN = N D gilt eV P = ¢NeP und wir berechnen:
det(e?) = det(Q1ePTNQ) = det(ePeN) = det(e”) det(eN) = e (P)etr (V)

— tr(D)+tr(N) _ tr(D+N) _ etr(Qfl(D-s-N)Q) — etr(4)

4. Sei A eine n x n Matrix. Dann hat das homogene Anfangswertproblem (fiir y : R — R™)

— =Ay, y(0)=yo €R"

die Losung
y(t) = e'yo.
(a) Lose das AWP . .
f+*f=0, f0)=0, f(0)=1
indem Du es in die obige Form iiberfiihrst.
Tip: Setze z. B. y1 = f,yo = f/w.
(b) Sei h: R — R™ stetig. Verifiziere, dass das inhomogene AWP

d
di; =Ay+h(t), y(0) =y €R"
die Losung
¢
y(t) = et (yo +/ e_Ash(s)ds)
0
besitzt.

(¢) Benutze dies wiederum, um die allgemeine Losung von

1
cos(t)’

f+r= F(0)=0, f(0)=1

zu finden.



Loésung:

(a) Wir erhalten y; = f=w-ys sowie o = f/w = —w- f = —w -y und somit:

i (D) () o= ()
0

Wenn wir die geraden und ungeraden Potenzen von At = " w0~ t) gruppieren,

—w-
cos(w-t) sin(w - t))
—sin(w-t) cos(w-t))

(Dies ist iibrigens analog zu e*“* = cos(w - t) + isin(w - t).) Also lautet die Losung:

0= (inte ) o) (1) = (oo )

sehen wir, dass gilt e4? = (

also

y(t)

S (o [ o)) = ac ([ i) reto e h)
= Ay(t)+ h(t).

(c) Setze y1 = f,y2 = f. Dann haben wir 91 = f = y, und g = f = 1/cos(t) — f =

1/cos(t) — 1, also
=5 0)0 1= (1eomn)

cos(s) —sin(s)
sin(s)  cos(s)

e A (s) = (‘ taln(8)>'

/Ot (—taln(s)> o (m(cis(t)))

f(t) = sin(t) + cos(t) In(cos(t)) + tsin(t) = cos(t) In(cos(t)) + (¢ + 1) sin(t).

Analog zu oben (fiir w = —1) erhalten wir e=4% = ( > und entsprechend

Weiter gilt

und schliesslich

5. Berechne alle partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

(@) f(z,y) ==

(b) f(z,y) =e™

(c) flz,y) =a¥

(d) flz,y) = 2530

(e) f(z,y) = 2?ysin(zy)
(f) flz,y,2) = zy*2?



Loésung:
Es folgt direkt

(0) (o) =1,

0
(b) 2 f(w,) = e
8$ .Z',y - ye Y
0
9 Ty
8yf(3:,y) ze
0
— — ¥l
() 5./ (@y) =ya'",
%f(ﬂ%y) = a%eylm =lnze!™* =¥ Inx
0 _(x2+y2)—(x—y)2m_yz—x2+2xy
(d> %f(x7y) - ($2+y2)2 - ($2+y2)2 )
9 @) (@ —y)2y Y2 -2y
A R LR RO

0 .
© 2 fla.y) = 2rysin(ey) + a2 con(ay).
a -
@f(x’ y) = 22 sin(zy) + 3y cos(zy)
() L f(a,y,2) = 422
8$ »J ’
o} - 3
@f(ﬁ,y,z) - 2CCyZ ’

%f(z, y,z) = 3ay®2°

6. Betrachte eine Abbildung
A:R™ =R, (m,n>1)
gegeben durch eine Matrix A = (a;;).

Sei ||Al|q,p die Operatornorm von A, wobei a.b € {1,2,00} und wir R™ mit der Norm
| - |l¢ und R™ mit der Norm || - ||, ausstatten. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass ||4]|2,2
der grosste Singulérwert von A ist (die Spektralnorm) und |[Af|oc,c = max; Y |ai;| die
Zeilensummennorm. Zeige analog:

a) ||A||1.1 = max; Y . |a;;| ist die Spaltensummennorm.
s J 1 J
(

)

b) ||Al|1,00 = max;; |a;;| ist der grosste Eintrag.

(€) |All2,00 = max; ||(ai;);||2 ist die grosste Zeilenvektorlange.
)

(d) ||All1,2 = max; ||(ai;)il|2 ist die grosste Spaltenvektorldnge.

Losung:
(a) Bezeichne mit e; den j-ten Einheitsvektor. Dann gilt

Ax Ae; -
1Al = sup 1A s DA 0ol =3
£0 HEGIR llej]l i=1




Da diese Abschétzung fir jedes j = 1,...,m gilt, erhalten wir

I[Al[1,1 = ax Z|aw|

m m m n m
||AIZ’||1 = Zaljxj,Zagjxj,...Zanjxj :Z Zaijxj
j=1 j=1 j=1 ]
n m n
= SLRED I DI} S oI € wi%)

i,j=1 j=1 i=1
= [|z[|1 (1%%1;'%) :
=

Fiir  #£ 0 folgt aus dieser Abschéitzung

HAmHl max Z|a |
ij

[lz|lx — 1<]<n

Die Behauptung folgt nun, wenn wir das Supremum {iber alle z # 0 betrachten.

i (laij] - [|z[|1) und Gleichheit gilt fiir z = e, mit jo

Fiir jedes 7 gilt: ‘ZJ a;jx;| <

der j-Index des maximalen |a;;|. Es folgt, dass

sup max E a;j; —max|a”\
llafj<1 ¢

Fiir jedes 7 gilt wegen Cauchy-Schwarz: ‘ZJ aijxj‘ = |{as, )| < [las|]2||x||2 und Gleich-
heit gilt, falls a; und z linear abhéngig sind. Also folgt wieder

sup max ZaUmJ —max||a1\|2
llafj<1

Wir berechnen, mit W = AT A = (w;;) (diese Matrix ist pos. semidefinit):

||Az||2 = 2T AT Az = 2T Wz = sz‘sz‘fj

IN

(mac ) 3 faias| (1)

ij

(mi?XIU)ijI)IIwII? (2)

Wegen Cauchy-Schwarz gilt |w;;| < /(wi;w;;) < max(ws;, w;;) (denn nach Definition
von W sind alle w;; Skalarprodukte von Zeilen- mit Spaltenvektoren von A) und des-
wegen wird max;; |w;;| angenommen auf der Diagonalen, o.B.d. A. max;; |w;;| = w11.
Dann wird in (1) Gleichheit erfiillt fir = e;.
Somit gilt

sup ||Az||3 = w1, also sup ||Az|[z = Vawi

[le]]<1 <1

und /wi; ist die maximale Spaltennorm.



