PrOF. THOMAS WILLWACHER Analysis IT (D-ITET) FS 2018

Musterlosung Serie 4

1. Sei f:R? — R gegeben durch

x,y) = nglzf (z,y) # (0,0)
few {0 (z,y) = (0,0)

Zeige:

(a) f ist stetig differenzierbar.
(b) 0,0, f und 9,0, f existieren und sind stetig auf R?\{(0,0)}.
(c) 00,f(0,0) =1 und 9,0, f(0,0) = —1.

Loésung:

(a) Die Funktion f(zx,y) ist als Verkettung von differenzierbaren Funktionen an jeder Stelle
(z,y) # (0,0) differenzierbar. Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch
B2y — y*) (@ +¢?) — (@ —ay®)20 2ty + 42y’ — P
(22 + y2)2 (22 1 y2)?

Ouf(z,y) =

(2 = 3ay®)(2® + %) — (a%y —2y®)2y _ —ay" —da®y® +a°

(22 +y2)? (@2 y?)?
Beide partiellen Ableitungen sind offenbar stetig fiir (z,y) # (0,0). Wir behaupten,
dass die partiellen Ableitungen fiir (x,y) — (0,0) gegen 0 streben. Es gilt

8yf(:r,,y) =

|z Myl + 4|2y + 5lyl° _ 10]|(z, »)I1%
(=, y)II% =yl

|(r“)mf($7y)‘ < = 10||(x7y)||00

wobei ||(z,y)||oo := max(|z|, |y|), Eine analoge Rechnung zeigt |0, f (x, )| < 10[|(z,y)||c-
Hieraus folgt sofort die Behauptung.

Folglich ist f genau dann stetig differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen in (0, 0)
existieren und jeweils Null sind. Das ist leicht zu verifizieren, denn es gilt:

9,£(0.0) = 1im LHO = SO.0) ), 0-0_,
=0 t t=0 ¢

9y (0,0) = fim FOH =100 5, 0=0_,

=0 t t50 t

(b) Als Verkettung von differenzierbaren Funktionen sind die partiellen Ableitungen 9, f(x, y)
und 0y, f(z,y) an jeder Stelle (z,y) # (0,0) differenzierbar. Die gemischten zweiten par-
tielle Ableitungen sind gegeben durch:

(a4 122%y% — 5y) (a? + y2)? — (2ty + 42?y® — y°) (4y° + 42?y)
(22 + 324

0y0z f(x,y) =
B 26 1 9xty? — 9x2yt — yF
(.732 _|_y2)3




(—y* — 122292 + 52*) (2% + y?)? — (—ay* — 4a3y? + 25) (42 + 4ay?)
(2 1 42)]

arayf(xa y) =

_ 28 + 93r;4y2 — 9x2y4 — y6
(22 4+ 42)3

Die gemischten partiellen Ableitungen sind an jeder Stelle (z,y) # (0,0) stetig. In
Ubereinstimmung mit dem Satz von Schwarz beobachten wir ausserdem, dass beide
gemischten partiellen Ableitungen gleich sind.

Wir berechnen die gemischten partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0) mit der Defi-
nition und erhalten:

040:4(0,0) := tlgl(l) f0.0 t /(0.0 = %g% e -1
0:0,£(0,0) := lim 0,0 (£0) = 0,§(0,0) _ . t=0
-0 t t—0 t

Die gemischten Ableitungen 9,0, f (z, y) und 9,0, f (x, y) existieren somit fir alle (z,y) €
R2. Allerdings sind diese in (0, 0) jeweils unstetig und die Rechnung zeigt, dass der Satz
von Schwarz in diesem Fall nicht mehr giiltig ist.

2. Sei k > 1 eine natiirliche Zahl und f : R™ — R eine Funktion mit der Eigenschaft

(a)

(b)

fOx) = Xef(z)  fiir alle X € R.
Zeige, dass im Ursprung die Richtungsableitung

_ . f(E0) = £(0)
0uJ(0) = fiy ==
fiir jede Richtung v € R™ existiert.

Zeige, dass f im Ursprung nicht notwendigerweise differenzierbar ist.
Hinweis: Betrachte zum Beispiel f definiert durch

o [FE @200
few {0 (z,y) = (0,0)

Losung:

(a)

Aus der Gleichung f(Ax) = \¥ f(z) folgt mit A = 0 zunichst f(0) = 0. Fiir die Rich-
tungsableitungen erhalten wir also:

. k—1
t—0 t t—0 t o }g%t f(’U)

Fiir £ > 1 ist der Grenzwert offensichtlich 0. Fiir £k = 1 ist t*~1 = ¢t = 1 und der
Grenzwert ist f(v).

Zunichst gilt f(Az, A\y) = ;—zf(gc,y) = Af(z,y). Auf den Achsen z = 0 und y = 0
ist f konstant 0, also sind auch die entsprechenden Richtungsableitungen konstant 0,
insbesondere sind sie gleich 0 im Ursprung. Wire f differenzierbar, wiren demzufolge
alle Richtungsableitungen im Ursprung gleich 0. Die Ableitung entlang der Diagonalen
x = y besitzt jedoch Betrag %

3. Bestimme die Taylorpolynome vom Grad 2 an der Stelle a fiir die folgenden Funktionen.



(a) f(z,y) = ziy an der Stelle a = (1,2).

(b) f(z,y,z) = zev an der Stelle a = (1,1,1).
(c) f(z,y,2) = 2% +y? + 22 — 22yz an der Stelle a = (0,0,0).

Loésung:

Wir bezeichnen mit T’ J%’a(x, y) das Taylorpolynom vom Grad 2 der Funktion f an der Stelle
a. Dabei verwenden wir die Konvention, dass (z,y) die relative Abweichung von der Ent-
wicklungsstelle a beschreibt und die Taylorreihe somit eine Naherung der Form

flayr + a2 +y) = Tfqo(,y)

liefert.
(a) Die partiellen Ableitungen von f(z,y) = ﬁ sind gegeben durch

-1 -1
Ouf = ——, oy f = —
= A=
2
xy3’

2 1
Oif =gy OOuf= 55 =00:f, Of =

x2y2

Damit folgt fiir das Taylorpolynom an der Stelle a = (1, 2)

T} 1.2)(@.y) = f(a) + df (a) (i) T %(m,y) &1 (a) (Zj)
i

1 11\ [z) 1 1
N (2’4> <y) T3ty (i
11 1 14, 1 1,
T TRt Ty Ry

(b) Die partiellen Ableitungen von f(z,y,z) = zev sind gegeben durch

Onf= b, Oyf=—gel, 0=
-2z TZ\ = 1 = —T =
OeOnf = 0 = <y2 - zﬂ) v, Ou0:f =0.0:f = ev,  0,0.f=0.0,f = _ze
5 Z = 9 2zx 2z = 9
336 :?67&, 8yf: ?4‘? ey, 3Zf:0

Damit folgt fiir das Taylorpolynom an der Stelle a = (1,1, 1):

T x
1
T} 0an(@.y:2) = (@) + df(a) |y | + 5 (@0 2)d () [
z z
T 1 e —2e e x
=e+ (67_676) y |+ i(xai%z) —2e 3e —€ Y
z e —e 0 z

1 3
=e <1+x—y+z+2x2+2y2—2$y—yz+$z>
(c) Die partiellen Ableitungen von f(z,vy,2) = 2? + y? + 2% — 2ryz sind gegeben durch
O f = 2x — 2yz, Oyf =2y —2zz, 0.f =2z — 2y

020y f = 0y0, f = =22, 0,0, f = 0,0, f = —2x, 050, f = 0,0, f = —2y



oaf=2  of=2  O&f=
Damit folgt fiir das Taylorpolynom an der Stelle a = (0, 0, 0):

1 x
Tf2,(0,0,0) ($,y, Z) - f( ) df( ) Y|+ 5(37 Y,z )d2f( ) Y
z z
T 1 2 00 T
(0,0,0) {y | + 5 z,y,2) ({0 2 0 Y
z 0 0 2 z
=a® +y* + 27
4. Bestimme die Taylorreihen an der Stelle « fiir die folgenden Funktionen.
(a) f(x,y) = w— an der Stelle a = (1,2).
(b) f(z,y) =+/1+ 22+ y? an der Stelle a = (0,0).
Hinweis: Fir z € (—1,1) gilt die folgende Darstellung:
= /1 1 1-(=1)-(=3)---(1—-2(n—1
\/1+zzz<2)z”, wobei (2): (=1 (=3) - ( (n—1))
n=0 " " 2”71'

Loésung:

(a)

Berechne zuerst die allgemeinen partiellen Ableitungen der Funktion f:

853“ = (=1)(=2)... (=k)z~*D(=1)(=2) ... (=1)y~+D
= (= 1)kt g (kD= (4D

Ausgewertet am Punkt a = (1,2) ergibt dies
k ol _ K+l —(1+1
Okl f(1,2) = (—1)FH g2~ 0FD),

Einsetzen in die Formel fiir die Taylorreihe liefert:

Tf((ey) ) = Y (e — 1)y - 2050, 1(1,2)

Es lasst sich zeigen, dass die Taylorreihe der Funktion g(z) = v/1+ z im Ursprung
durch die Binomialreihe

n=0

gegeben ist. Man sieht leicht, dass der Konvergenzradius dieser Reihe 1 betrigt. Wir
verifizieren zunéchst, dass T'g(z) = g(z) fiir alle z € (—1, 1) gilt, und somit g tatsachlich
durch seine Taylorreihe dargestellt wird. Wir benutzen dafiir das Additionstheorem der

Binomialkoeffizienten
zn: S t B s+t
E/\n—k) n
k=0



welches fiir alle s,t € R und n € Ny giiltig ist (siehe Konigsberger I, 4.2 (6)). Mit
s =t =1 erhalten wir dann

o EEOL)E Q-

Da zusétzlich Tig(0) =1 > 0 gilt, folgt T'g(z) = V1 + z = g(2).
Wir setzen nun z = 22 + y2 in die obere Darstellung ein und erhalten

3 (e r - 55 (3) ()

Die rechte Seite konvergiert absolut fiir alle (z,y) € R? mit 2% 4+ y? < 1. Wir haben so-
mit eine absolut konvergente Potenzreihendarstellung fiir f gefunden und diese stimmt
automatisch mit der Taylorreihe von f iiberein. (Es ist ein allgemeines Resultat, dass
die Taylorreihe einer Potenzreihe durch die Potenzreihe selber gegeben ist. Um dies
einzusehen muss man lediglich die Ableitungen der Potenzreihe betrachten.)

5. Zeige, dass die folgenden Funktionen glatt, also unendlich oft differenzierbar sind, und be-
rechne jeweils die partielle Ableitung und die zweite partielle Ableitung (Hesse-Matrix).

(a) f:R? =R,  f(z,y) = (2% — y*)(6xy).

(b) f R3 — Ra f(l‘ y7 ) - Sln(x y)

(c) [:R*=R,  flz,y,2)= y?— 22+ 29z
d) f:R*=R,  flzy) = (w +y )(y— 3 cos(z))
Loésung:

Alle Funktionen sind als Summe, Produkt oder Verkettung von differenzierbaren Funktionen
wieder differenzierbar.

(a) Ouf(z,y) =242’y — 6>, 0, f(x,y) = 6(z* — 3zy?)

_ [ Ouwaf(2y) Ouyf(z,y)
Hf(ZU,y) N ( 8ya:f(w7y) ayﬂf($7y) >

B 7222y 6(x® — y?) + 1823 — 12y2
T\ 6(2® — y?) + 1823 — 1247 —36zy

(b) Ouf(@,y,2) = 2zyzcos(a?y), Oyf(x,y,2) = a°zcos(z®y), 0.f(x,y,2) = sin(z’y)

Hf(a?,y7z) = 8yxf(1‘,y,2’) yyf(x Y,z ) ny x y’ )
Oeaf(2,y,2) Oayf(2,y,2) 0O.2f(z,y,2)
2yz cos(x?y) — 4x?y?zsin(2?y) 2wz cos( xzy) 223yz sin(z?y) 2wy cos(x?y)
= | 2wzcos(x?y) — 223yzsin(x?y) rtzsin(z?y) 22 cos(x?y)
2zy cos(z?y) 22 cos(z%y) 0

(c) df (x,y,2) = ( Ouf(x,y,2) Oyf(z,y,2) O0.f(z,y,2) ):( 2r —2y+2z —2z+4+2y )

2 0 0
Hi(z,y,2) =1 0 -2 2
0 2 =2



(d) Wir berechnen zunéchst die partiellen Ableitungen mit der Produktregel zu

8 f(x,y) = 5" (y — 3cos(x)) + 3(2° + ¢°) sin(x)
= 5xty — 152 cos(z) + 32° sin(z) + 3y° sin(x)

und
9, f(@,y) = 5y (y — 3cos(@)) + (° + y7) = 6y° — 15y cos(a) + 2
Damit folgt

df (z,y) = (52"y — 152" cos(z) + 32° sin(z) + 3y° sin(z), 6y° — 15y" cos(z) + 2°) .

Hy(z,y) =
(3(x® + y®)cos(z) + 30x* sin(x) + 2023 (y — 3 cos(z)) 5z* + 15y* sin(z)
54 + 15y* sin(x) 20y3(y — 3cos(x)) + 10y*)



