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1. Single Choice: 16Jy

Offene Aufgabe:

(a) Der Flicheninhalt einer Kreisscheibe mit Radius R ist gegeben durch mR2. Aus Symme-

triegriinden ist der Flédcheninhalt eines Kreisssektors mit 60° gegeben durch ”TRQ. Folglich
ist der Flacheninhalt von F' gleich

2

(42243 =

28
: |

(b) Der Umfang einer Kreisscheibe mit Radius R ist gleich 2w R. Folglich ist die Linge des
Kreissbogens eines Kreissektors mit Radius R und Innenwinkel 60° gleich %“R. Der Umfang
von F' ist somit gegeben durch

2
2%(1+2+3)+4-1+2-2:47r+8.

(c) Essei K(R, ¢g) ein Kreissektor mit Radius R und Innenwinkel ¢. Somit gilt fiir das polare
Fliachentrigheitsmoment von K (R, ¢o)

¢o rR
Jo(K (R, ¢0)) = / r2r drd¢ = /o /0 r3 drde = ¢OiR4'

K(R7¢0)

Wir berechnen

Jo(F) :/FTQTdrdngIQ(JO(K(l,g))JrJO(K(Q’g))+J0(K(3’7;)))

_T 98w
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2. Single Choice: Abbildung 2 zeigt nicht eine Kurve und die zugehorige Evolute.

Offene Aufgabe:

(a) Bemerkung: In der Aufgabe wurde der Durchlaufsinn der Kurve nicht angegeben, somit
ist die Kriimmung der Kurve nur bis auf das Vorzeichen eindeutig festgelegt!

Alternative 1: (Implizit) Es sei F(x,y) := x* — 3? — 1. Wir berechnen

Fx — 41,3’ Fy — _2:1/7 wa — 12:32’ F:Ey = wa = 0, Fyy = 2.

Es gilt
FpoF? = 2F FyFy + F2Fy,,  —4y? 1222 4+ 1625 - 2
k= — =
(F2 + F2)3/2 (1626 + 4y2)°/?
und deshalb 29 1

Alternative 2: (Als Funktionsgraph) Weil

folgt * = £/y2 + 1. Wir sind interessiert an der Kriimmung im Punkt (1,0), also geniigt
es den positiven Ast = {/y? 4+ 1 zu betrachten. Es sei v: R — R? die Kurve gegeben
durch

£ (4 t2+1,t).

Beachte v(0) = (1,0). Wir berechnen

W=t L sm=—2t
=@y MY T g ey
72(t) =1, T2(t) = 0.
Fiir die Kriitmmung gilt
_ e — e
(1% + 72%)3/2
und deshalb )
0—-1-% 1
1,0)= — 4~
W(1,0) = T h =
(b) Es sei y(t) = (¢,y(t)). Es gilt
y' = tan(t)

und deshalb

17l = V/1 + tan(t)?.

Die Kurve hat also die Lénge

z V3
/3 V14 tan(t)?dt = / ! dz = arsinh(v/3).
0 0

14 22

Im ersten Schritt haben wir die Substitution « = tan(¢) durchgefiihrt.
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(¢) Wir setzen
fle,x) = cx+c*+3.

Es gilt
0
a—]cc =z + 2c,
und somit ist unser Kandidat fiir die Einhiillende
1 1
h(z) = f(-52,2) = —19«“2 + 3.

Wir miissen noch iiberpriifen, dass es sich tatéchlich um eine Einhiillende handelt. Falls
h(z) = f(c,z), dann gilt
1

—Zx2+320$—|—02—|—3

was die eindeutige Losung
T.= —2¢C

hat und somit beriihrt h jede Kurve f(c,-) genau an einem Punkt, da die Funktion —2¢
bijektiv in c ist.

3. Single Choice: Asymptotisch stabil.

Offene Aufgabe:

(a) Das charakteristische Polynom des homogenen Differentialgleichungssystems ist gegeben
durch
M —BA+6=(\—3)(A—2).

Es sei v; der Eigenvektor zum Eigenwert \;, wobei A\; = 3, Ao = 2. Wir berechnen v; = (1, 2)
und ve = (1, 1), also gilt fiir die allgemeine Losung

Yalg = C’le)‘ltvl + Cge)‘ztvg, wobei C7,C5 € R.

(b) Durch Einsetzen berechnet man C; = 1 und Co = 2.

(c) Wir berechnen
i(t)=e —et,  g(t) =4de' + 3¢t

Fiir die gesuchte Tangente g gilt also

N
= <e2 3—81612};(5211)(2) bt (e2 + 651nh(2)) '
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4. Single Choice: > 0.

Offene Aufgabe:
(a) Falls 22 — 1 # 0, gilt

1=2%—4° -2 =
4
2 —1

1, > 22

1= = )
221" a(x)? * b(x)?

¥ +

Fiir festes z > 1 und unter der Annahme a(x),b(z) > 0 bilden die y, z Werte also eine
Ellipse E(z) mit Halbachsen

Wir kénnen somit berechnen

vol(.5)
cosh(1) T I1 cosh(1)
= F(E =— |[Z2® -
/1 (E(x))dx 5 [3;1: x] 1
_7 1 2 _ ul
=3 cosh(1) <3 cosh(1) 1> + 3"

Alternative 1: Wir benutzen die Koordinatentransformation
O(r,p,x) = (x, %r cos(qﬁ),rsin(@) = (z,y,2).
Es sei J die Jacobi Matrix dieser Transformation, wir berechnen
det(J) = g

Wir haben
S={(z,y,2) 1 4° + 2> =2® — 1,z € [1,cosh(1)]},

und mit den neuen Koordinaten gilt somit
S={(r,¢,z) :7* <2® -1, z € [1,cosh(1)], ¢ € [0,27]}

und somit

cosh(l) p2m pvaz2-1
vol(S) = / / / L drdpdr = T cosh(1) 1cosh(l)2 —1)+ I
. o Jo 2 2 3 3
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Alternative 2: Alternativ kann man auch eines der Integrale

(i)
cosh(1 % x2—1—22
/ / / 1dydzdr,
\/ x2—1—22
cosh(1) 332 1— 4y
/ / / 1 dzdydz,
— \/ z2— x2 1— 4y

sinh(1 \/smh 222 \/1+22+4y2
/ / / 1 dxdydz,
—sinh(1) J—1/sinh(1)2—22 J1

2

% sinh(1) \/sinh(1)274y2 \/1+z2+4y2
/ / / 1 dx dzdy.
- 1

%sinh(l) sinh(1)2—4y?

(i)

direkt ausrechnen.
(b) Es gilt
(%1 82}2 8213

(¢) Wir diirfen den Satz von Gauss anwenden und erhalten somit

/// div(5) AV = vol(S).
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5. Single Choice: Im Innern des Einheitsquadrates.

Offene Aufgabe:
(a) Wir berechnen

L —ae-0r gL ayrry
und
2
(;2*;; — (322 —4z)” f + (62 — 4)f
82
8x6j'cy = (3:1:2 —4z) (2 —4y)f
0% f
2y (2 —4y)*f — 4f.

Also ist die Determinante der Hessematrix gegeben durch
det(H(z,y)) = f - (=362* + 962° — 642 + 96x(y — 1)y — 64(y — 1)y) .

Setzt man (3, 3) ein, erhélt man
41
Z.2) - (~16) < 0
f(33) - (=16) <0,

deshalb ist ( %, 1) ein Sattelpunkt.

(b) Es gilt f(z,y) > 0 fiir alle z,y € R und somit sind (0, ) und (%, %) die einzigen kritische
Punkt der Funktion f. Der Punkt (3, 3) ist nicht in der Kreisscheibe D und deshalb ist
(0,1) der einzige Kandidat fiir ein lokales Maximum im Gebiet D. Es gilt

OFf, 1 1
O (0.3) = —47(0,3) <0

det(H (0, %)) =16f(0, %) >0,

und deshalb ist der Punkt (0, 1) das einzige lokales Maxima im Gebiet D. Der Wert von f
and der Stelle (0, 1) ist \/e.

(c) Am Rand gilt 22 +y? = 1 . Wie benutzen die Polarkoordinaten z = cos(¢),y = sin(¢), ¢ €
[0, 27] und erhalten

flz,y) = et°—2+2y _ jcos(¢)?—2+2sin(¢)
Es gilt

of . !

¢ = —3cos(¢)”sin(¢) + 2cos(¢) = 0.
Man sieht sofort, dass %(¢) = 0, falls cos(¢) = 0 (also genau dann wenn ¢ = 7,
Nehme an cos(¢) # 0 und %(‘b) = 0, wir berechnen

]

)

3cos(¢)2 sin(¢) = 2 cos(¢) coiﬁgﬁo 22 cos(¢) sin(¢) = 2 <= sin(2¢) = g > 1,
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und somit kann g—(’;(gb) = 0 nicht gelten falls ¢ # Z,3T. Durch betrachten der zweiten
Ableitung, sieht man, dass das Maximum am Punkt

r=0,y=1
angenommen wird. Der Wert der Funktion an diesem Punkt ist 1.

6. Single Choice: 2.

Offene Aufgabe:
(a) Das Indexpolynom ist gegeben durch
ala—1)—a+2.

Somit sind die Nullstellen vy =1 — % und o = 1 + 3.

(b) Gemiss Stammbach gilt, dass die allgemeine Losung gegeben ist durch C; + Cylog(z) +
Csz? + Cyx cos(2log(z)) + Cszsin(2log(x)).

(c¢) Eine partikuldre Losung ist z.B.
1+ log(z)
—

7. Single Choice: Kann quellenfrei sei.

Offene Aufgabe:

(a) Die Figur ist rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse. Der Flécheninhalt ist also durch
27 (4 + 2v/2) gegeben.
Alternative via Formeln: Die Oberflache des Kegels ist m x Radius x Mantellinie und somit
4+/2m. Die Oberfliche des Zylindermantels ist 27 x Radius Hoéhe und deshalb durch 87
gegeben. Der gesamte Flicheninhalt ist also gleich

(8 +4v/2)7.
(b) Wir berechnen

_(_ Y x
rot(¢) = <Z—4’4—z’1> :
(c) Direkt: Wir berechnen
$0(t) = (1,0,~1) 7(t) = 2(sin(—t), — cos(t),0)

und somit ist die gesuchte Arbeit gleich

/ ¢ +/ c e

m 72
2 T

= / —tlog(t) dt —i—/ —4cos(—t)?dt = —2log(2) + 1 — 27.
0 0

Beide Integrale wurden mit der Methode der partiellen Substitution ausgerechnet, wobei
beim zweiten Integral die partielle Substitution zweimal ausgefithrt werden muss.
Via Stokes: Es bezeichne A die Fliache gegeben durch

F(r,¢) = (rcos(—¢),rsin(—¢),4 —r), ¢ €[0,7n],r €[0,2].
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Das Vektorfeld
it = 0, F x O4F = —(r* cos(—¢),r*sin(—¢),r), ¢ €[0,7],7 € [0,2],

ist ein (nicht normiertes) Normalenvektorfeld von S. Wir berechnen

g 2
/g-ﬁdS:/ / rdrdp = —2.
S 0 0

Wir definieren den Weg ~3: [0,2] — R? via t + (—t,0,4 —t). Der Satz von Stokes sagt uns,
dass

und somit

:—27T+/ C Y3
73

2
=27+ / —tlog(t)dt = =27 4+ 1 — 2log(2).
0

Das Integral wurde mit der Methode der partiellen Substitution ausgerechnet.
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