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Losung - Schnelliibung 11

1. Bestimmen Sie das Potential f des Coulombfelds

auf dem Gebiet D = R3 \ {(0,0,0)}.

Losung: Wie wir friiher gesehen haben, ist rot 7 = (0,0, 0). Da das Gebiet D = R3\{(0,0,0)} ein-
fach zusammenhéngend ist, existiert also ein Potential f von ¢ Fiir dieses Potential muss insbesondere

gelten
Cx

2 + y2 + 22)3/2 '

fm(xvyvz) = _(
Wenn wir nun die Ableitung
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Or \ /2 12 + 22 (22 +y2 +22)3/2

betrachten, liegt die Losung nahe:

C
[y, 2) =
22+ y? 4 22
L . . . C
ist ein Potential von ¥ (anders geschrieben f(7) = H).
7

2. Gegeben ist das Vektorfeld #(z, y, 2) = (4zy, 22% 4 2yz? — 23, 2y%2 — 227).
Es sei K die Kugel mit Radius 1 und Zentrum (0, 0, 0). Es sei B der im ersten Oktanten (z > 0,y >

0, z > 0) liegende Teilkorper von K.
/// divvdV.
B

b) Bestimmen Sie den Fluss des Vektorfeldes ¢ durch den gekriimmten Teil der Oberfliche von B
von innen nach aussen.

a) Berechnen Sie

Losung:

a) Fiir die Berechnung eignen sich am besten Kugelkoordinaten (g, ¢, #). Dann erhélt man mit z =
osinfcos g, y = osinfsing, z = pcosb, dV = p?sin 0 dodep df und divv = 4y

w/2 pw/2 pl w/2 pw/2
///divvdV:/ / / 493s,in29sin¢dgd¢d9:/ / sin? 0 sin ¢ d¢ df
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Bitte wenden!



b) Sei M der gekriimmte Teil der Oberfliche von B, und seien S7, S5 und S5 die geraden Seitenfla-

chen von B. Nach dem Satz von Gauss hat man

//Mv‘ndO:///BdiVVdV_//slv‘ndO_//Szv'ndO_//Sav'ndO'

Auf S7 und S5 gilt ven = 0, und auf auf S5 ergibt sich

0 0
vn= | 222 |.|-1]| = —-222%
—%z?’ 0

Somit erhilt man fiir
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3. Betrachten Sie das Vektorfeld
U (z,y,2) —> (2xy +3,2% — 4z, —4y) .
a) Zeigen Sie, dass ¥ konservativ ist.

b) Finden Sie eine Funktion f, so dass v = grad f.

/17-dr",
c

wobei C ein beliebiger Weg ist, der die Punkte (3, —1,2) und (2,1, —1) verbindet.

¢) Berechnen Sie

Losung:

a) Esist D (7)) = R3, also einfach zusammenhzngend und

4 (1)
rotv (z,y,z) = 0-0 =0.
2 — 2x

1 T 3 (3
14—2(1— [—4Sin3ucosu]0 —1/0 sin2udu> :£+2116:
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=— 2/ x2\/1—x2da:=%—|—2/ sin? u cos? udu (mitz = sinu)
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Nach Stammbach-Skript, Teil B, Kaitel VI, Satz 4 (Seite 71) ist ¢’ ein Potentialfeld. Nach Satz 2

(Seite 69) ist ¥ konservativ.

b) Nach Teilaufgabe a) existiert f, so dass

i) fo(zy,2) =22y +3
¥(a,y.2) = gradf (z,y,2) <= () f, (2.9,2) = 2% — 4z

Siehe nichstes Blatt!



Aus (i) folgt, dass f (x,y,2) = 2%y + 3z + C (y, 2), wobei C eine Funktion von y und z ist.
Damit ist aus (i) 22 — 4z = f, (z,y,2) = 22 + C, (y,2) oder Cy, (y,z) = —4z, also C (y,2) =
—4yz + D(z), wobei D eine Funktion von z ist. Somit schreibt sich f als f (z,y,2) = 2%y +
3x — 4yz + D(z). Aus (iii) folgt dann —4y = f, (z,y,2) = —4y + D.(z) oder D.(z) = 0, also
D(z) = K mit K eine Konstante in IR. Zusammenfassend erhalten wir

flz,y,2) = 2%y + 3z — 4yz + K.

¢) Da ¥ ein Potentialfeld ist (wegen Teilaufgabe a) oder b)), gilt dass (Stammbach—Skript, Teil B,
Kapitel VI, Seite 68)

/ Todir=f(2,1,-1)— f(3,-1,2) 26.
C

4. Es sei S eine Fliche in der Ebene mit Rand 0S.

a) (Satz von Green) Zeigen Sie, dass fiir stetig differenzierbare Funktionen P: (z,y) — P(z,y) und
Q: (z,y) — Q(x,y) gilt:

(Pdx+Qdy) = oQ _op dx dy
a8 s \ Oz oy

Hinweis: Beniitzen Sie den Satz von Stokes fiir das Vektorfeld v: (z,y, z) — (P, Q,0).

b) Mit P(z,y) = —y und Q(x,y) = 0 folgt aus Teil (a), dass der Flicheninhalt A(S) von S gleich

A(S):f/asydz

ist. Finden Sie dhnliche Formel fiir die Komponenten des Schwerpunkts

ﬁ//sxdxdy und ﬁ//sydxdy,

bzw. fiir das polare Triagheitsmoment
// (2 +y°) dzdy
s

als Integrale entlang 0S. Verwenden Sie hierzu den Satz von Green fiir passende Funktionen P, ).
Losung:
a) Wir definieren nach dem Hinweis das Vektorfeld

v (z,y,2) = U(z,y,2) = (Plx,y), Q(z,y),0).

Es gilt:
0
rot¥(x,y, z) = 0

el

Wir betrachten die Fliche S als Fliche in R? auf der zy-Ebene mit Rand 8.5 und (ohne Beschriin-
kungen der Allgemeinheit) Normalenvektor 77 = (0, 0, 1). Die Arbeit von ¥/ lings 9SS im positiven
Durchlaufsinn betrigt

/ v-dr = Pdx + Qdy,
oS oS

Bitte wenden!



die nach dem Satz von Stokes gleich

// rot ¥ - ndO = // <8Q — 8P> dxdy
2
b) Mit der Wahl P(z,y) = 0 und Q(x,y) = % erhalten wir

aQ OP B a) x*
/L(M—ay)dxdy—//sxdxdy—/as2d.

Die x-Komponente des Schwerpunkts ist also gleich

M//Sxdxdy:%(s)/asxzdy.

Analog, mit der Wahl P(z,y) = —y; und Q(z,y) = 0 erhalten wir

// (w—aIyD)dxdy://Sydxdya:)—/as‘y;dx.

Die y-Komponente des Schwerpunkts ist also gleich

m//sydxdy:—%(s)/asgfdaz.

Endlich, mit der Wahl P(z,y) = — % und Q(z,y) = %3 erhalten wir das polare Trigheitsmoment

23 3
Y
//(89: y)d dy—//m + 92 dxdy—/dsgdy 3dm.

ist.



