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1. Die Koordinatentransformation

x(u,v) = 2v,

y(u,v) = —2u

bildet Kreise auf Kreise ab.
v (@ Wahr
(b) Falsch.

Die Transformation entspricht einer Stauchung um den Faktor 2 gefolgt von einer Drehung um 90 Grad
entgegen dem Uhrzeigersinn. Folglich bleiben Kreise erhalten.

Bitte wenden!



2. Betrachten Sie das Integral

1 T
1= / / rdydz.
o Jo

Welche der folgenden Integrale sind gleich 17

1 ry
//ydmdy
o Jo
1 ry
//xdxdy
o Jo
11
//a:dxdy
0 Jy

Das Integral (a) entsteht aus I durch Vertauschung der Variablen x und y. In (c) ist der Integrationsbe-
reich durch dieselbe Bedingung wie bei 7, ndmlich 0 < y < x < 1, gegeben. Da auch der Integrand
gleich ist, stimmen diese beiden Integrale tiberein.

Um zu sehen, dass (b) nicht richtig ist, gibt es mehrere Moglichkeiten. Moglichkeit 1: Es wird iiber
die Region 0 < z < y < 1 integriert, der Integrand ist derselbe. Intuitiv stimmt (b) daher nicht. Eine
Rechnung bestitigt dies:

[ Lo 8- S 14
[ [rua- [ [ v [2] -3

Moglichkeit 2: Vertauschen wir die Variablen x und ¥, so hat das Integral die Form

1 T
/ / ydydz.
0o Jo

Es wird also beide Male iiber die Region 0 < y < z < 1 integriert, einmal allerdings ist der Integrand
gleich x, das andere Mal gleich y. Nun ist aber fast immer y < x, es muss also das Integral in (b) kleiner
sein als 1.

Siehe nichstes Blatt!



3. Es sei B ein Bereich in der (z, y)-Ebene und B der via Polarkoordinaten entsprechende Bereich in
der (o, ¢)-Ebene. Welchem Integral entspricht | p Ty dzdy?

(a) /~ 0° sin g cos pdody
B

v (b /~ 0% sin g cos pdodyp
B

(c) /~g3sin<pcos2<pdgd<p
B

Die allgemeine Formel lautet

/f(%y)dfcdy:/Nf(gcow,gsiw)gdgdw-
B B

Also ist (b) richtig.

Bitte wenden!



4. Es sei

1:// Va2 + 42 dF,
D

wobei D das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (1,0) und (1, 1) bezeichne. Je nach Wahl des Koor-
dinatensystems und der Reihenfolge der Integration lésst sich I auf verschiedene Arten als zweifaches
Integral ausdriicken. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

1 x
v (@ I:/ / V2 +y?dydz
0 0
VO szz/mfdgdw
0 0
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(©) I:/ / VrZ +y2dzdy
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Beim dritten Integral wird tiber das Quadrat mit Eckpunkten (0, 0), (1,0), (0,1) und (1, 1) integriert.

5. Betrachten Sie die Koordinatentransformation

x(u,v) = 2u + v,

y(u,v) = u— 3v.

a) Es bezeichne R das Einheitsquadrat in der zy-Ebene, also R = [0, 1] x [0, 1]. Skizzieren Sie den
Bereich R der uv-Ebene, der unter dieser Transformation entsteht.

b) Berechnen Sie die Eintrige und die Determinante der Matrix

9z Oz

— | Ou  Ov
J = oy oy |-

ou ov

¢) Vergleichen Sie das Resultat aus (b) mit dem Verhiltnis der Flichen von R und R.
Losung:
a) Durch Umformungen erhalten wir
u(z,y) = 3z + 7y,
1 2

v(z,y) = 77 — 2y

Die vier Eckpunkte (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1) des Einheitsquadrats in der xy-Ebene werden
nun zu den vier Punkten (0,0), (1/7,—2/7), (3/7,1/7) und (4/7,—1/7) in der uv-Ebene. Da
unter einer linearen Transformation Geraden erhalten werden, muss der Bereich R also folgende
Form haben:

Siehe nichstes Blatt!



b) Es gilt

9z

_ | ou
T=1 oy
ou

Folglich ist die Determinante gleich —7.
Matrix J.

6. Betrachten Sie den Laplace-Operator

1/7

—2/7

ox
o :
2y 1 -3

¢) Die Fliache in der uv-Ebene ist 7-mal kleiner, also genau um den Faktor der Determinante der

Af = frz Jnyy Jrfzz

fiir zweimal differenzierbare Funktionen f: (z,y, 2) — f(x,y, z) in drei Variablen.

a) Berechnen Sie Af fiir f(x,y,2) = 2%y + 22271 + sin(xz).

b) Welche Form hat dieser Laplace-Operator in zylindrischen Koordinaten, das heisst, nach der Ko-

ordinatentransformation

z(0, ¢, 2) = 0cos(p),

y(o,p,z) = osin(yp),

2(0, ¢, 2) = z,

wobei ¢ > 0, ¢ € [0,27) und z € R sind? Beschriinken Sie sich hierzu auf © > 0 und y > 0, da
ansonsten unndtige Komplikationen bei der Berechnung des Arkustangens auftreten. Anleitung:
Hierzu definieren Sie zunichst die Funktion f: (0, 00) x [0,27) x R — R, gegeben durch

f(o,¢,2) = f(ocos g, osing, z).

(Diese Funktion erlaubt uns, nun direkt die Variablen g, ¢ und z einzusetzen.) Dann berechnen Sie
die Umkehrungen o(z, y) und ¢(z,y) und verwenden schliesslich die verallgemeinerte Kettenre-

gel.

¢) Berechnen Sie, unter Zuhilfenahme von Teil (b), A f fiir

1
f(xa:%Z) = — arctan (g) — 22\/m
z x

und z,y,z > 0.

Losung:

Bitte wenden!



a)

b)

Es gilt f, = 22y + 227 + 2 cos(xz), fy = 2* und f, = —22272 + z cos(zz). Also gilt
few = 2y — 2%sin(z2),
fyy =0,
frr = 42273 — 2% sin(z2).

Folglich ist
Af =2y +4x273 — (22 + 2%) sin(z2).

Die Umkehrformeln fiir Zylinderkoordinaten lauten
ow.y) = Ve +32, play) =arctan 2, 2=z,
x
sofern > 0 und y > 0 gilt. Mit Hilfe der verallgemeinerten Kettenregel erhalten wir folglich
fac :fg'Q:c‘Fftp'(P:m
fy:fg'Qy""ftp'SDya
2= [z
Mit der Produktregel und nochmals der Kettenregel bekommen wir
fra = (fgg@z + fgap%or) 0 + fggzm + (fgog@x + fupap@x) O + f«p@zfm
fyy = (ngQy + f@w‘/)y) 0y + folyy + (fwgy + fgangoy) ey + foyys
Also ist A f gleich
fgg(@i + 912/) + 2fop (022 + 0ypy) + fws@(‘»pi + ‘Pi)+
fg(sz + ny) + fap(%oa:x + SOyy) + faze

Nun sind

_ 9 s x — cos
0r = 5oV ty \/TTZF—COB(WL
Oy = (%\/m: 7% = sin(p).
Um ¢, zu berechnen, differenzieren wir die Gleichung x = o(z, y) cos(y(z,y)) partiell nach x.
Es folgt
1= 0z cos(p) — osin(¢)gs
und somit

_ozcos(p) —1  cosP(p)—1 B sin®(p) _sin(p)
osin(e) osin(yp) osin(ep) o
Analog erhalten wir ¢, = %. Schliesslich sind

x

 sin?(y)
rxr Q i
cos? (i)
Oyy = )
Yy 0
2sin(y) cos(p)
T S—
o
2sin(p) cos(p)
Pyy = — 02 )

Siehe nichstes Blatt!



wobei wir die genauen Rechnungen nicht angeschrieben haben. Durch Einsetzen erhalten wir nun
~ 1~ 1 ~ ~
Af = fgg + gfg + Efaptp + fzz~

¢) In Zylinderkoordinaten haben wir f (o, ¢, 2) = pz~1 — 2zp. Also gilt
7, 7 Fol oz F__y o2
fQ:_2Z7 fQQ:()? fsozg’ fWP:O’ fZ:_;_ng fzz:Z?'

Folglich ist
~ 1~ 1~ ~ 20 2z
A = — — y = —— — —.
f(x,y,z) Joot+ Qfg+ g2f<ptp+f >3 0

7. a) Berechnen Sie

// z2y? dF,
D

wobei D das durch die Kurven y = 22 und y = 1 eingeschlossene Gebiet bezeichnet.

// xe* Y dF,
D

wobei D = [0, 1] x [0, 1] das Einheitsquadrat bezeichnet.

// @0 g,
D

wobei D = {(x,y) € R? : 2 + y? < 1} den Einheitskreis bezeichnet.

b) Berechnen Sie
¢) Berechnen Sie

Losung:

a) Es gilt

1 1 1 y3 1
// z?y? dF :/ / z?y? dy dz z/ z? [] dz
D —1 Jz2 —1 3 22

b) Es gilt

1 1 1 1
// ze” TV dF = / / ze" Y dydr = / x [e" Y] yi(l) dr = / x (efCJrl —€”) dz.
D o Jo 0 v= 0

Mittels partieller Integration erhalten wir

1
/ z ("t —e”) dz = [z(e"t! — ez)]izé — ("t —€") da
0

=e?—e— [e””“—e””]i:):e2—e—(e2—e—e+l):e—1.

Bitte wenden!



¢) Wir rechnen in Polarkoordinaten, setzen also x = rcos¢ und y = rsing fir 0 < r < 1 und
0 < ¢ < 2. Das Fliachenelement berechnet sich dann als dF' = r d¢ dr und das gesuchte Integral
ist gleich

1 g2 1 1 1 1
2 _ 2 .2 2
// rerqﬁdr:ZW/ rerdr:—w/ —2rerr:—7r[eT] :W(l—).
0o Jo 0 0 0 €

8. Sei S = {(w,y) €[0,1): (x — 1) +y2 > 1}.

Y

Berechne den Schwerpunkt von S.

Losung: Sei Fs die Flache von S. Da S ein Einheitsquadrat minus einen Viertelkreis von Radius 1

ist, gilt
T
Fg=1——.
o 4

Fiir die x-Koordinate =g des Schwerpunkts gilt

1,1
Fsxg = / / xdydx
0 Jy/1—(z—1)2
1
= / (1-+1=(z—1)?)adx
0

:1—/1 1—(x—1)%zxdx
2 Jo
1 O

sz/ V1—u?(u+1)du.
-1

[\

Wir haben

0
/ V1 — u?dx = Fliche(Viertelkreis) = %
-1

Andererseits gilt per Substitution v = 42, dass
0 0 0
1 1] 2 3 1
1 —u? d = = 1 — d = - | —= 1 — 2 = ——.
[lmuu 2/1\/ vdv 2[3( v)}1 3

Insgesamt ergibt sich

1 /1 7 1
= (--T12) ~0234
s 1—1(2 4+3>

Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt auf der Geraden y = 1 — =z, also gilt

Yys = 1-— Trs ~ 0.7766.



