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1. Das Volumenelement der Koordinaten, welche in der untenstehenden Abbildung definiert sind, ist
gegeben durch

v (@ o?cosBdodadp.

(b) ocosadpdadp.

(c) o*sinBdodadp.

(d) odedadp.

(e) osinfdodadp.

Die kartesischen Koordinaten werden wie folgt durch die Koordinaten (g, 3, ) ausgedriickt
x =pcosacosf, y=psinacosf und z= gsing,

wobei 0 < p < 00,0 < a < 27 und —7/2 < § < 7/2. Das Volumenelement ergibt sich dann aus
dV = dzdydz = | det(J)|dedad S mit

; Oy, 2) c'os((a)) COSEg)) —r sirz(o;) COS((BB)) —r cgs((a)) Slngg))
0o, B8) sin() 0 7 cos()

= |det(J)| = 0® cos B

Also ist (a) die richtige Antwort.

Bitte wenden!



2. Betrachten Sie die Funktion f: R? — R? erklirt durch die Vorschrift

i (%)

Es sei J(z,y) die Jacobimatrix der Funktion f an der Stelle (z, y). Welche der folgenden Aussagen ist
wahr?

(@) detJ(x,y)=1"firalle (z,y) € R%

(b) det J(z,y) # 0 fir alle (z,y) € R

(c) det J(z,y) = 0 genau dann, wenn (x,y) = (0,0).

(d) detJ(z,y) = 16 auf der Menge M = {(z,y) € R? | 22 + ¢y = 1}.

Die Aussage c) ist die richtige, denn

20 =2y

2, .2
9 2 = 4(z* 4 y).

det J(z,y) =

3. Sei T ein Tetraeder mit Eckpunkten (0, 0, 0), (1,0, 0), (0,2,0), (0,0, 3).
Berechnen Sie das Integral
| ] [ swvzav
T
mit f(z,y,2) =z +y.

(a)

ol

(b)

NI

()

N

Es gilt:

2—2x 3— 3,6_,1] 2— 2x 3 3 3
/ / / (x+y dzdydx—/ / [(x+y)2]iy " 2Ydyde =

22z 2—2x 9 3
// (z+y)(3— Sxffydyd:c*// (32 — 322 — xy+3y y?)dydx =

—/0[(3x—3x) (3—%)% g %]y“zdx—
! — ,TQ — ./L'3
:/0 [(3x—3x2)(2—2x)+(3—§x)(2 22 S _@ 32  Jaw =

1 2 4
- /0 (6 — 152 + 1227 — 32° — 4(1 — 2)%)dz = [6z — 15% +da® — 3% Q-2 =2

Siehe nichstes Blatt!



4. Gegeben ist ein Zylinder Z (Dichte 1) mit Radius R und Hohe h der senkrecht auf der xy-Ebene
steht. Welches der folgenden Integrale in Zylinderkoordinaten beschreibt das Trigheitsmoment © des
Zylinders Z beziiglich der z-Achse?

(a) OZW fOR foh rdzdrde

(b) O% fOR Oh r2dzdrdy

© [ dz dr dy

W I et dzdr de

Das Triigheitsmoment bei konstanter Massendichte 1 ist das Integral [ (22 + y?) dz dy dz. In Zylinder-
koordinaten transformiert es sich zu

/r2 -rdzdrdp

iiber ¢ € [0, 27] und z € [0, h] sowie r € [0, R].

Bitte wenden!



5. Das Trigheitsmoment einer diinnen Kugelschale mit Radius R und konstanter Flachendichte beziig-
lich einer Achse durch den Mittelpunkt ist proportional zu

(a) R2
(b) R3.
© R
(d R2
) RS

Das Trigheitsmoment bei konstanter Flichendichte mA R (mit m die Massendichte und AR die Dicke
der Kugelschale) ist das Integral

/m- (2% + y?) dx dy d=.

In Kugelkoordinaten transformiert es sich zu
/m -2 cos? 6 - r? cos @ dyp df dr,

wobei iiber ¢ € [—m, 7] und 0 € [—-7/2,7/2] sowie r € [R — AR, R] integriert wird. Die inne-
ren beiden Integrale iiber ¢ und 6 liefern lediglich einen konstanten Faktor. Das verbleibende Integral
f}iAR mrt drist & mR*AR, also ist (c) richtig.

Aliter: Wir wissen bereits, dass das Triigheitsmoment einer Vollkugel mit Radius R proportional zu R®
ist. Das Triagheitsmoment einer diinnen Kugelschale mit dusserem Radius R und Schalendicke AR ist
folglich proportional zu R® — (R — AR)® = R*- AR + vernachlissigbare kleinere Terme. Also ist (c)
die richtige Antwort.

6. Berechne den Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix fiir folgende Koordinatentransformationen.
a) Von kartesischen Koordinaten in Zylinderkoordinaten.
b) Von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten.
¢) Von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten.

Was fillt dir auf?

Losung:
a) Die Zylinderkoordinaten sind gegeben durch
= ocos(p)

= osin(yp)

z =z,

wobei 0 < p < 00,0 < ¢ < 27 und z € R. Die Jacobi-Matrix J; ist dann

J B (9 —esne) 0
1= 5 ——— = |sin(p) ocos(p) 0
3(97%2) 0 0 1

Siehe nichstes Blatt!



Der Betrag der Jacobi-Matrix ist somit

| det(Jy)|

b) Die Kugelkoordianten sind gegeben durch

x =

z

wobei 0 <7 < 00,0 < ¢ <2rund0 <9

= o (cos(p)? + sin(p)?) = o.

r cos(yp) sin()
rsin(p) sin(¥)
rcos(d),

< 7. Die Jacobi-Matrix Js ist

g (BRI T
2T 0(r,0,0) cﬁs(ﬁ) L)0() —rsin(1) 7

und der Betrag deren Determinante ist

| det(J2)]

+7r mn(go)2

)

+ sin(p)? si
(9)
(9).

r2 sin(9

’I" sin

72 cos(p)? sin(9)® + 2 sin(¢)? sin(9) cos(v)

r? sin(v) (cos(y)? sin()? —l—sm( )2 cos

2

sin(9)? + 72 cos(p)? sin (¥

OS

()
)2

s(0
in(d)? 4 cos(¢)? cos(9)?)

(cos(p)? —|—sm( ) %) (cos(9)? + sin()?)

¢) Die Transformationsgleichungen von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten lauten

r(z,y,2) = \/W
k = 0 firz>0,y>0
olr,y,z) = arctan( ) + km wobei< kK = 1 firz<0
k = 2 firz>0,y<0
T z
0(z,y, 2 — —arctan [ ——= fiir /22 + y2 # 0.
( ) 2 < /332 + y2>
0 0
Daraus kann man die Jacobi-Matrix J3 = M berechnen.
Az, y,2)

0 1

T 2x = ac (analog fiir y und z)

Ox 24 /xz + 42+ 22 /22 + 42 + 22
o _ v__v

Oz (g) x? + y?
dp 1 1 =

dy 1+ (g) x2 +y?
dp
- —

0z

o0 -1 —zx Tz (analog fiir 3)
— = = analog fiir y
Ox 14+ m2z—iy2 (22 +y2)3/2 (22 4+ y2 + 22) /22 + 2

a0 -1 1 VA T

0z 1+ Fijz Vaz 2wty 422

Bitte wenden!



z

- Y
/12+y2+z2 \/a:2+y2+z2 \/w2+y2+22
- T

a(r, v, 0
= J3 = % = ﬁ Z24y? 0
(x7 Y, Z) T2 yz —/z24y?

(@24y2+22)\/a24y?  (a24y2+22)y /a2 y2  OFYIHE
Die Jacobi-Determinante ist dann
—a? (22 4 12) — y?2? — y? (% 4 ¢?) — 2222
(22 4+ 2 + 22)3/2 (22 + y2)3/2
(2 +97) (@ +°) + (2® +9°) 2°
(22 4+ 92 + 22)3/2 (22 + y2)3/2
-1

VEE 2 + 2222+ y?

det(Jg) =

Daraus sieht man, dass

dot(fy)| = — L VePEyEE2 1 ]
e+ ey r%sin)  [det()]

7. Berechnen Sie das oberhalb der Ellipse 22 + 4y? < 1 und unterhalb der Fliche z = 1 — x2 liegende
Volumen.

Hinweis: Finden Sie Koordinaten in der xy-Ebene in denen die Ellipse eine besonders einfache Form
hat.

Losung: Das Volumen erhilt man durch Integration von f (z,y) = 1 — 22 iiber die Fliche A C R?2,
die durch die Ellipse 22 + 4y? = 1 begrenzt ist:

V://Af(x,y)d:rdy.

Siehe néchstes Blatt!



Mit folgendem Koordinatenwechsel (x,y) — (s, )
x = scos(yp)
5 sin ()
= —sin
Y 9 ¥
vereinfachen wir das Problem. Die Ellipse ist nun durch die Gleichung s = 1 gegeben. Die Funktion f

ist gegeben durch f (s,¢) = 1 — 52 cos? ().
Mit Hilfe der Jacobideterminante findet man: dxdy = 5dsdp.

So wird das Integral zu
1 27 S
[ ] reryasts
o Jo

//A [ (2,y) dady
= % /01 /027r (s — 5% cos® () dsdy
= % /01 (2ms — 7s°) ds

1

. Ein gerader Kreiszylinder mit Radius R, (2?+y? < R?),und Hohe H, (0 < z < H), habe eine Dichte
von o(z,y, z) = 1 + 22 4+ 4% + 2. Berechnen Sie die Masse und das Triigheitsmoment bei Rotation um
die z-Achse.

Losung: In Zylinderkoordinaten
= rcos(p)

= rsin(p)

ist das Gebiet gegeben durch
re [0, R], €0, 27}, z € [0, H].

Die Jacobideterminante betriigt r, die Dichte o = 1 + 72 + 2.

///‘/ '
alSO bel‘eChnen Wil‘ Sie Zu

H 2 (R H (R
/ / / (1472 + 2)rdrdpdz = 27r/ / (1472 + 2)rdrdz
o Jo Jo 0o Jo

H /R H R H /R
27r(/ / Tdrdz+/ / r3drdz+/ / zrdrdz)
o Jo o Jo o Jo

27r(HR2+HR4+H2RQ> wH R?
2 4 4 2

Das Triagheitmoment ist gegeben durch

[ff ot

Die Masse ist gegeben durch

(2+ R? + H).

Bitte wenden!



Mit y/z2 + y2 = r, dV = rdrdedz lautet das Triigheitsmoment in Zylinderkoordinaten:

H 27 R H R
/ / / (1+1r% + 2)r?rdrdedz = 27r/ / (1+ 7%+ 2)r?rdrdz
o Jo Jo o Jo

H R H R H R
271'(/ / T3deZ+/ / rsdrdz+/ / Zrddrdz>
o Jo o Jo o Jo

) (HR4 N HRS N H2R4) _ THR!
™7 6 8 ) 12

(6 +4R* + 3H).

9. In der zy-Ebene werde der Bereich B durch die Strecke von (0, 0) nach (1,0) und dem Kurvenbogen

mit der Polardarstellung o = sin(%), 0 < ¢ < 27 begrenzt. Man berechne das Volumen des {iber dem

Bereich B liegenden Teils der Einheitskugel

{(z,y,2) : 24yt 422 < 1}.

Lésung: Zur Berechnung eignen sich am besten Polarkoordinaten
(2, 9)-

B:{(g,cﬁ):ogggsin(%), 0<¢<2r}

V = [z V1 - 0?dF mitdF = pdodg.

sin(¢/4)

27 psin(¢/4) 27 19
v= [ [ Vi Redeas= [ 3a- 202
0 0 0

2m 27
:—1/ 0053(?)—1d¢:—1/ 1cos(%)—|—§cos(é)—1d¢
0 0

4 3 4 4 4

2 9

1. 3¢ - _ 11 _ _ 2 8
{351n(4)+3s1n(4)—¢]0 ——3( 3+3 27) = 379

3

1
3



