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Losung - Schnelliibung 12

1. Losen Sie Differenzialgleichung
1—a® + 9 = 2uyy (1)

mit Hilfe der Substitution u(z) = (y(z))?.
Lésung: Mit u (z) = y (x)? erhidlt man v’ (z) = 2y (z) ¢/ (z). Eingesetzt in die Differenzialgleichung
ergibt dies

1— a2

1— 22 +u=zxu oder u' — —u=
T T
Dies ist eine inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung. Wir suchen die allgemeine

Losung uy, der zugehérigen homogenen Differenzialgleichung v’ — %u = 0 (sie ist separierbar). Es gilt

1 d d
u’ffu:0:>/—u: —x:>1n|u\:ln|x|+0, CeR
T u T

up (z) = Kz, K = +e®.

2
Nun suchen wir eine partikuldre Losung u,, der Differenzialgleichung v’ — %u = 1=z

die Methode von Lagrange (Variation der Konstanten), wihle

: Wir benutzen

up () =7y () - un (2) = v (2) - K.

. . — 2 .
Eingesetzt in v’ — 1y =1=2" —L_ liefert
x x

,(x)il—xz 1 71—x2 1 1 /1 1) — (w)il 1 -

7 oz up (r) T Kr K \ 22 =R T '

(Auf die Integrationskonstante kann verzichtet werden, da wir nur eine partikuldre Losung suchen).
Also ist

up(a:)zfy(a:)~Kx=1<—1—x>~Ka::—1—a:2.

. . . . .. — 2
Damit ist die allgemeine Losung von v/ — 1u = 1=2-

u(x) = up (r) +up, () = Kz — 1 — 22,
und somit ist die allgemeine Losung von 1 — 22 + y? = 223y’ gegeben durch

y ()’ =u(z)= Kz —1— 2>

Bitte wenden!



Zu Ubungszwecken skizzieren wir die Losung (auch wenn das in der Ubung nicht gefragt ist). Durch
quadratische Ergénzung erhilt man

v =Kr—1-2° <— ¢y’ - Kz+a2°=-1

K\?> [(K\?
= y2+x2—K:n+<2) —(2) =-1

K\® K>

Aus (2) folgt, dass die Losungskurven (im Fall KTQ —1 > 0oder K? > 4 oder |K| > 2) Kreise mit

Mittelpunkt (£, 0) und Radius /£ — 1 sind.

Losung: Die homogene Gleichung 3’ — 3y = 0 ist separierbar und hat allgemeine Losung y;, = Ce3®,
C € R. Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz y, = ae®”
fiir ein o € R, welches wir durch Einsetzen in die DGL bestimmen:

Yy — 3yp = 20e”” — 3ae® = —ae” =",

Nach Vergleichen der Koeffizienten folgt, dass @ = —1 ist. Somit ist y, = —e?* und die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung
y = Ce3® — 2%,

Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
y0)=C-1=0=C=1.
Die gesuchte Losung des Anfangswertproblemes ist also

Y= 63:5 o 621.

Siehe nichstes Blatt!



{xy’—2y2x5, z € (0, c0)
1

Losung: Die homogene Gleichung zy’ — 2y = 0 ist separierbar und hat allgemeine Losung y, = Cz?,
C € R. Fiir eine partikulédre Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den polynomiellen Ansatz

Yp = az® + Bzt + y2 + 622 + ex + C.
Wir setzen ¥, in die Gleichung ein, um die Koeffizienten zu bestimmen:
wy,’, — 2y, = 3aa® + 28zt + v —ex — 2¢ = P,

Nach Vergleichen der Koeffizienten folgt, dass « = 1/3und 8 = v = ¢ = ¢ = 0 sind. Somit ist
Yp = %xf’ und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

5

x
=C2® + .
Y r° + 3
Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
1 2
0)=C+-=1=C=-.
y(0)=C+3 3

Die gesuchte Losung des Anfangswertproblemes ist also

_ 2x2 + P
N 3

{ Yy +ytanz =sin2z, 2z¢e (=%, 7%)
y(0) = 2.
Losung: Wir 16sen die homogene Gleichung 3’ + y tanx = 0:
/
yp +yp tanz = 0 < Ih = _tang = log |yn| = log | cosz| + K
Yn

= yp = Ky cosz.

Hierbei sind K und K5 Konstanten. Fiir die inhomogene Gleichung ¢’ +y tan z = sin 22 machen den
Lagrange-Ansatz y = ~(z) cos x, wobei +y eine Funktion von z ist:

y +y tanx = v/ (z) cosz — y(z) sinx + y(x) cosz tan z = +'(z) cos x

=sin2x = 2sinx cos .

Dann ist 4/(z) = 2sin« und somit y(x) = —2cosz + K fiir eine Konstante /. Wir haben also die
allgemeine Losung
y=(—2cosz + K)cosz = K cosx — 2cos” .

Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
y0)=K—-2=2=— K =4.

Dann ist die gesuchte Losung y = 4 cos x — 2 cos? .

Bitte wenden!



Losung: Wir 16sen die homogene Gleichung (1 + 22)y’ + 4zy = 0:

) 4z
(1 + 2?)y), +4zy, = 0 <= z—:’ =12 = log|yn| = —2log(1 + z?) + K,
— = K2
yh - (1_1_1:2)27

wobei K und K> Konstanten sind. Fiir die inhomogene Gleichung (1 + 22)y’ + 4xy = (1 + 22)72
(z
1’-);—12
V(@)L +a%)? —da(l+2%) y(z)  day(2)
(1+22)4 (14 22)2

machen den Lagrange-Ansatz y = ( ))2 , wobei y eine Funktion von z ist:

(14 2%y + 4oy = (1 + 2?) -

' () 2\-2
=1 (1
T2 = ta9)
Dann ist 7/ (x) = ﬁ und somit y(z) = arctanz + K fiir eine Konstante K. Wir haben also die

allgemeine Losung
arctanx + K

YT Tt

Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
y0)=K=0= K =0.

Dann ist die gesuchte Losung
arctan x

. Finden Sie alle Kurven, gegeben durch y = y(x), welche die folgende Bedingung erfiillen: Es sei ¢ die
Tangente im Punkt P der Kurve und @ ihr Schnittpunkt mit der y—Achse. Dann liegt der Mittelpunkt
der Strecke P(Q) auf der Geraden, gegeben durch y = x.

Losung: Sei P = (z,y(z)) € R? ein beliebiger Punkt auf der Kurve K, gegeben durch y = y(x)
und Q = (0,q) € R2.

Siehe nichstes Blatt!



Die Tangente ¢ in P an die Kurve K ist gegeben durch
t:zr—y () (z —z)+y(z).
Die Tangente ¢ und soll durch @) = (0, ¢) gehen. Also gilt
¢=1t0)=y" () (0—2)+y(zx) .also g=—y (x) 2 +y(x). 3)

Andererseits ist der Mittelpunkt der Strecke P(Q gegeben durch

(2 5(@)) + (0,9)] = = (&, y(x) + )

— 1 — —
OM = (zum,ym) = 3 <0P + 0@) = 5

1
2

§0(0) - 51/ ()

@ Ly~ o @) e+ ) = (2 2

2

wobei O = (0, 0) ist. Da der Mittelpunkt (x s, yar) auf der Geraden, gegeben durch y = x, liegt, muss
gelten xp; = yas, also

S =0(@) — 5y @) <= o/ (@) Zy(x) = ~1 (2 £0),

dhy : x — y(x) ist Losung der folgenden inhomogenen linearen Differenzialgleichung erster Ord-
nung

.2
y —-—y=-1L
X

Wir suchen eine allgemeine Losung y;, der zugehorigen (separierbaren) homogenen Differenzialglei-
chung:

2 1 1
g/’—;;z/=0:>/§dy:2/Ed;zc=>ln|y|:2(ln|ac|—|—C)7 CeR

=y (v) = Ko*, K €R
Fiir die partikuldre Lsung y, der Differenzialgleichung " — %y = —1 machen wir folgenden Ansatz:
yp(x) =ax+b, a,belR.
Danmit ist y,,(z) = a. Eingesetzt in die Differenzialgleichung y’ — %y = —1oder y'z — 2y = —x liefert
(1) -2 =ax — 2(ax +b) = ax — 2ax — 2b = —ax — 2.

Der Koeffizientenvergleich liefert —a = —1 und —2b = 0, also @ = 1 und b = 0. Damit ist y,(z) = .
Die allgemeine Losung von 3 — %y = —1 ist somit

y(x) =y (z) +y, (v) = Ko* + 2, K € R.

Dies ist die Gleichung der Kurven, die unsere Bedingungen erfiillen.



