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1. Klicken Sie die falsche Aussage an.

(a) Der Operator div(-) ordnet einem Vektorfeld ¢ ein Skalarfeld div ¢ zu.
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(¢) div v des Coulombfeldes  ist Null.
(d) Der Operator grad(+) ordnet einem Skalarfeld f ein Vektorfeld grad f zu.
(e) graddiv Uist eine zuldssige Bildung.

Die Divergenz eines Vektorfelds ¢(x, y, z) ist definiert durch

dive' = % + v + Ovs

dr Oy | 9z’

Alles andere stimmt.

2. Gegeben ist das Vektorfeld
U (x,y,2) — (xzo‘r, yzPr, 22T3) mit 7= \/W
Fiir welche Konstanten « und g ist rot ¥ = 0?
(@ a=0undg=0.
(b) a=1lundp=3.
(¢) a=3undf=2.

vV (d) a=3undp=3.

Wir verwenden 4 = Z, g—; SEN
0/0x xzr 3yz2r — By~ 1r 0
rotv = [0/0y | x [yzfr | = azz*"'r—-3z2%r | =(0] < a=p=3.
9/0z 223 ryPrt — pyzor—! 0

Somit ist (d) die richtige Antwort.

Bitte wenden!



3. Klicken Sie die falschen Aussagen an.

T 1
(@ div|ly]=1|1
z 1
1
b) grad(z+y+2)=|1
1

(c) rot(grad(z+y+2))=0
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e) div
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Die Divergenz ist immer ein Skalar, da

81}1 6'1)2 81}3

dive = — 4+ =,
VU o dy 0z

Ausserdem ist rot(grad(z +y + z)) = 0.

Siehe nichstes Blatt!



4. Ein Vektorfeld ¥ heisst quellenfrei wenn div & = 0 und wirbelfrei wenn rot ¢ = 0 gilt. Klicken Sie
die richtige Aussage an.

(a) Quellenfreie Vektorfelder sind auch wirbelfrei.

(b) Vektorfelder der Form ¢ = grad f sind quellenfrei.
(c) Vektorfelder der Form ¢ = rot « sind quellenfrei.
(d) Vektorfelder der Form ¢ = rot « sind wirbelfrei.

Die Aussage (c) ist richtig, da divrotw = 0.

Die Aussage (a) ist falsch, da beispielsweise das Vektorfeld ¥(z,y,2) = (—y,x,0) quellenfrei aber
nicht wirbelfrei ist:

divo =0, rotv = (0,0, 2).

Die Aussage (b) ist falsch, da
divgrad f = Af

nicht immer Null ist.
Die Aussage (d) ist falsch, da fiir W = (w1, we, w3) der Term
rot rot W = grad divw — (Awy, Awsy, Aws)

nicht immer gleich Null ist.

. Es seien a und ¢ Konstanten. Das Vektorfeld
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beschreibt die Stromung einer idealen Fliissigkeit um einen Zylinder vom Radius a, dessen Achse mit
der z-Achse zusammenfillt (siche dazu die Abbildine)

Y
a) Zeigen Sie, dass div v = 0 und
b) dass rot 7 = 0 gilt, -/—/¥
¢) dass an der Oberfliache des Zylinders die Stro- / \
mung tangential verlduft und
kja x

d) dass in grosser Entfernung vom Zylinder das
Vektorfeld nahezu homogen ist.

e) Bestimmen Sie weiters die Punkte maximaler
und minimaler Geschwindigkeit auf der Zylin-
deroberfldche.

Losung:

Bitte wenden!



a) Es gilt

(22 + 42) —a (22 + 42)

o (223 4 22y — 423 + dwy? + 223 + 222 — Sxy? 0

ca = U.
(@2 +42)°

divi = ¢ <—a2 20(2* +y?) — (2® —y*)da  ,2z(2® +y°) - 2$y4y>

b) Klar ist, dass die 1. und 2. Komponente von rot ¢’ verschwinden.

22 2\ — 2pyds —ou(z? 2) _ (42 — 2)4
(rot 7)s C<a2 y(z +2y ) _ 3:Ey T2 y(x +y2) 2(yc3 y?) y)
(22 +9?) (@ +9?)
= ca® —22%y — 2y° + 8a?y — 22%y — 2y° — daPy + 4y° =0
- (@2 +y2)° o

¢) Essei P = (z0, Yo, 20) ein Punkt auf der Zylinderoberfliche, d. h. 3 + y2 = a?. Der Tangential-
vektor T'in P parallel zur zy-Ebene ist gegeben durch T' = (—yq, 0, 0).

2 2 2 2
a 2z 2 2x 2c -
U(xo,y0,20) =c | 1— a? yg yo, —a? 04907 0)=c —yo, Oyo, 0) =-— Yo -T
a a a? a? a?

Das heisst 7 || 7.
d) Essei P = (2,9, 2) ein Punkt im Abstand R von der z-Achse, d. h. 22 + y? = R2. Dann gilt

(2% —y?)  a2(z? - ¢?) )
|2? —y*| <2®+y*® und T 7 —0 fir R— oo

a’2xy a*2zy .
@2+ 2)? = “pi —0 fir R— o0

|2zy| < 2% +y* und

Also strebt & — (¢, 0, 0) fiir R — oo.

e) Aus c) folgt fiir den Betrag der Geschwindigkeit auf der Zylinderoberfliche
. 2c — Yo
131 = |~ o171 = 21el| 2
a a
Man sieht sofort, dass |0 auf der z-Achse minimal und auf der y-Achse maximal ist.

[vl=max
[vl=0 [vI=0

lvl=max

6. Gegeben ist das zweidimensionale Vektorfeld ¥(z,y) = (x2 —y?, Qxy). Zeigen Sie, dass die Feldlinien

Kreise sind, welche die z-Achse im Ursprung beriihren und bestimmen Sie die Koordinaten der zuge-
horigen Kreismittelpunkte.

Siehe nichstes Blatt!



Losung: P = (z9,y0) € R? mit yo # 0. Der Kreis K durch (g, yo), welcher die z-Achse in (0,0)
beriihrt, ist von der Form

K:xQ—l—(y—m)Q:mQ oder x2+y2_2my20.
2, .2
Mit (0, 70) € K erhalten wir m = xo; Yo
Yo

Wir miissen nun zeigen, dass MPB. (0, yo) = 0 gilt.
2 _ 2

j o . Y —
MP - §(x0,y0) = (%0, Y0 — m) - ¥(x0,y0) = (CCO> 02y0 0) (2§ — v, 2zoyo) =0
Bemerkung: Eine weitere Feldlinie ist die z-Achse.
Yy
P = (iL'ovyo)
17($0, y())
T

. Ein ebenes Vektorfeld K (z,y) = (P(x,y), Q(z,y)) wird harmonisch genannt, falls es sowohl diver-
genzfrei als auch wirbelfrei ist, das heisst, falls div K = P, 4+Q, = Oundrot K = @, — P, = 0 gelten.
Ferner bezeichne K, das Feld, das entsteht, wenn jeder Feldvektor eines Feldes K um den Winkel
gedreht wird.

Das Feld K sei harmonisch. Zeigen Sie, dass dann auch K, harmonisch ist.

Hinweis: Ist (x,y) ein Punkt in der Ebene, so berechnet sich der um den Winkel o gedrehte Punkt durch
cosa —sina) [z
sina  cosa y)

Losung: Es sei das Vektorfeld K (x,y) = (P, Q) harmonisch. Das um den Winkel « gedrehte Vek-
torfeld K, hat die Komponenten

T cosa —sina P cosa- P —sina-Q
K, = . . =1 . .
Yy sina  cosa Q sina- P+ cosa-@Q
Die Divergenz von K, berechnet sich zu
0 0
divK, = %(cosa -P—sina- Q)+ a—y(sina -P+cosa-Q)

=cosa- (P, +Qy)s —sina- (Q, — P,)
=0.

Die letzte Gleichheit gilt, da K harmonisch ist. Analog berechnet sich die Rotation von K, zu

s, 0
rot Ko = —(sina- P+ cosa- Q) — —(cosa- P —sina - Q)

Ox dy
=cosa- (Qy — Py) +sina- (Py + Qy)
=0.

Folglich ist das gedrehte Vektorfeld K, ebenfalls harmonisch.

Bitte wenden!



8. Eine Gerade geht durch den Punkt (1,0, 0) und hat den Richtungsvektor (0, 1, 1). Ldsst man sie um die
z-Achse rotieren, so erzeugt sie eine Flache (einschaliges Rotationshyperboloid).

a) Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser Fldche an.
b) Bestimmen Sie die Gleichung dieser Fléche.
¢) In welchen Punkten der Fliche ist der Normalenvektor parallel zur Richtung des Vektors (1,1, —1) ?

d)* Berechnen Sie den Inhalt des Flichenstiickes zwischen den Ebenen z = 0 und z = 2.

Losung:
d) Eine Parameterdarstellung der Geraden ist gegeben durch

1
=\t —o0o <t<oo.
t

— = O

1
ft)y=[0] +t
0

Als zweiten Parameter fiir die Fldchendarstellung whlt
man den Drehwinkel ¢ der Drehung um die z-Achse, de-
ren Matrix durch

cos¢p —sing 0
sin ¢ cosp 0
0 0 1

gegeben ist. So erhélt man fiir die Parameterdarstellung der Fliche

cos¢ —sing 0 1 cos ¢ — tsing
7(t,¢) = | sing cosg 0 t] =|sing+tcoso —oco<t<oo 0<¢<2m.
0 0 1 t t

e) Aus der Parameterdarstellung folgt z = ¢. Dies eingesetzt fiihrt zu
T =cos¢—zsing, y=sing+zcos¢ unddaraus %+ y? =1+ 22
Die Gleichung der Fliche lautet also 22 + 3% — 22 = 1.

f) Der Gradient (2x, 2y, —2z) der Flichengleichung steht senkrecht zur Fliche. Also

2z
2y H 1| <=y=z&z=u=.
—2z -1

Da der Punkt auf der Fliche sein soll, folgt 22 + y2 — 22 = 22 = 1 und somit x = £1. Man erhilt
somit die beiden Punkte P, = (1,1,1) und P, = (—1,—1,-1).

g) Man berechnet den Betrag des Normalenvektors
—sin¢ —sin¢ — tcos ¢ —cos ¢ + tsin¢

|7y X Tg| = cos¢p | x cosp—tsing || = || —sing —tcosp || = /1 + 22
1 0 t

Siehe néchstes Blatt!



und erhélt fiir den Fldcheninhalt

2m 2

F= //\/1+2t2dtd¢—27r/\/1+2t2dt

—2w\[2[xft\/1+2t2+1og \ft+\/1+2t2}0 V2234 1og(vV2-2+3))

=67 + ﬁ log (3 +2V2) ~ 22.77.
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