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Losung - Serie 25

1. Wie lautet die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung 3"’ + 2y’ +y = 0?
VvVo@ AM422+1=0

b)) A4+2X1=0

(© XN+2X+1=0

(d X +2X2+1=0

Einsetzen des Ansatzes y(x) = e* liefert die charakteristische Gleichung (oder das charakteristische
Polynom) A3 + 2\ + 1 = 0.

Bitte wenden!
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2. Welche der folgenden Aussagen iiber die Differentialgleichung y”" + 3y’ + 2y = 0 sind richtig?
(a) Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = Ound y(1) = 1 —e.

(b) Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0 und (1) = 0.

(c) Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 1 — e und y(1) = 0.

(d) Es existiert eine Losung mit y(0) = 1 und y(x) konvergiert fiir z — oo.

(e) Es existiert eine Losung mit y(0) = 1 und y(x) konvergiert fiir x — —oc.

(f) Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0, y'(0) = 1.

(g) Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0, ¢'(0) = 1, y”(0) = —3.

(h) Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0.

(i) Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 1, /(0) = 0.

Das charakteristische Polynom ist A2+3A+2 = (A+2)(A+1) mit den einfachen Nullstellen —2 und —1,
also lautet die allgemeine Losung y = Ae~2% + Be~? fiir Konstanten A und B. Dann ist y(0) = A+ B
und y(1) = Ae~2 + Be~!. Fiir beliebige Randwerte y(0) und y(1) sind diese Gleichungen simultan
16sbar; somit sind die Aussagen (a) bis (c) richtig. Auch (d) ist richtig, weil es eine Losung mit diesem
Startwert gibt und jede (!) Losung konvergiert fiir z — oco. Dagegen geht jede von Null verschiedene
Losung fiir x — —oo gegen +o0o oder —oo; deshalb ist (e) falsch.

Aussagen (f) und (i) sind richtig nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz — sogar ohne jede Rech-
nung. In (h) ist dagegen eine Nebenbedingung zuwenig, und nach demselben Satz existiert zu jedem
beliebigen zweiten Startwert y’(0) eine Losung. Es existieren also unendlich viele solche Losungen,
und deshalb ist die Aussage (h) falsch. In (g) ist zwar eine Nebenbedingung zuviel, und das kann im
Allgemeinen dazu fiihren, dass keine Losung existiert. Das Beispiel war aber gerade so gewdhlt, dass
es eine gibt, ndmlich e™* — e¢~2% wie man durch Ansatz und Koeffizientenvergleich feststellt, so dass
(g) in diesem Fall richtig ist.

Siehe néchstes Blatt!



3. Was kann man iiber eine Differentialgleichung der Form y” + ay’ + by = ¢* mit konstanten Koeffi-
zienten a und b immer sagen?

(a)

(b)

()

(d)

Thre Losungsmenge ist ein Vektorraum der Dimension 2.

Falsch. Die Losungsmenge einer inhomogenen linearen Gleichung ist kein Vektorraum, da zum Beispiel die konstante

Funktion 0 keine Losung ist.
Sie hat eine partikulidre Losung der Gestalt cce® fiir eine Konstante av.

Falsch. Diese Antwort ist nur dann richtig, wenn A = 1 keine Nullstelle des Charakteristischen Polynoms der linken Seite

ist, also nicht immer.

Thre allgemeine Losung lautet yp, (z) + ae®, wobei y;, die allgemeine Losung der zugehdrigen
homogenen Gleichung ist und « eine Konstante ist.

Falsch. Diese Antwort ist dquivalent zu (b).
Sie hat eine partikulidre Losung der Gestalt (o + S + ya2) e® fiir Konstanten a, (3, 7.

Richtig. Diese Aussage ist korrekt, denn die Multiplizitéit von A = 1 als Eigenwert der linken Seite ist stets < 2, und daher

gibt es immer eine partikulire Losung der Gestalt p(x)e? fiir ein Polynom p(z) vom Grad < 2.

4. Die allgemeine Losung der Euler’schen Differenzialgleichung

22y —ay +y=0

ist gleich...

(@ y(x)=Ciz+ Cozlnz + Csz(Inx)?
(b))  y(z) = Cra + Cox?

(©) y(z)=Cizlnz + Cy(Inz)?

d) y(z)=Ciz+ Cozrlnx

Das Indexpolynom

ala—1)—a+l=a*>-2a+1=(a—1)2

hat die doppelte reelle Nullstelle « = 1. Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist also

y(z) = Ciz + Coxlnx

Bitte wenden!



6.

5. Das Indexpolynom einer (homogenen) Eulerschen Differentialgleichung der Ordnung 4 hat die dop-
pelte komplexe Nullstelle « = +7. Wie lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung?

(a)
(b)
©
(d)
(e)

C cos(lnz) + Cysin(lnx)

C cos(z) + Cox cos(x) + Cs sin(z) + Cax sin(z)

C1 4 Cycos(lnz) + C3(Inz) cos(Inzx) + Cysin(lnx) 4+ Cs(In z) sin(ln x)
C cos(Inz) + Co(Inzx) cos(Inx) + Cssin(lnz) + Cy(In z) sin(In z)

Cy cos(Inz) 4+ Cysin(Inz) 4+ Cs

Die richtige Antwort ist (d). Siehe Skript von Stammbach, Teil C, Kapitel VII.10, Seite 87 fiir eine
Erkldrung.

a) Losen Sie die Differentialgleichung 3" + 2y’ + y = 4e™*.

x

b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

y' +4y =xe®, 1z € (—00,00)
y(0) =y'(0) =0.

¢) Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung v + " + ¢ + y + 2+ 1 = 0 mit y(0) =

v(0) = y(0) = 1.

Losung:

a) Die Differenzialgleichung

y' 42y +y=de” (1)

ist eine inhomogene lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir
suchen zuerst die allgemeine Losung y;, der zugehorigen homogenen Differenzialgeichung

v '+ 2 +y=0. 2)

Den Ansatz y(x) = e**, A € C, eingesetzt in (2) liefert

0 = MM 42N 4 = M ()\2 +2X + 1)
-
#0
=p(\) = M+22+1=A+1)°=0.
Das charakteristische Polynom p (\) besitzt eine doppelte Nullstelle A = —1. Wir erhalten somit

die zwei linear unabhéngige Losungen von (2)

y1 () =e ™ und yo (z) =xe™”. 3)

Die allgemeine Losung von (2) ist somit gegeben durch

yn (2) = Cryt (2) + Caye (2) & (C1 + Caz) e, Oy, Cp € R. @)

Siehe néchstes Blatt!



Wir suchen nun eine partikuldre Losung y, von (1). Dazu verwenden wir das Verfahren von La-
grange und machen den Ansatz

y(x) =y (z)y1 () + v2(z)y2(2).
71 (z) und 2 (z) lassen sich durch
V(@)1 (x) + 75 (2)ya(z) = 0
(@)Y (x) + 7 (2)ys(x) = qlz),

wobei ¢(z) die Inhomogenitit ist, gewinnen (sieche Stammbach-Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite
79-80).

@) 4 h)re ™ = 0
@ () (0 — e ) = e
= e T=4e" = qh=4 =7y = 4dxr+cy, c2€R

2*}/1:—41} ==y = —2.’1’,‘2—‘,-61, c1 €R
Die allgemeine Losung von (1) ist dann gegeben durch

y(x) = (=222 + ¢1)e ™ + (4o + cp)ze ™" = (1 + zCp + 22°%)e 7.

Wir 16sen zuerst die homogene Gleichung
y// +4 y/ —0.

Das charakteristische Polynom P()\) = A? + 4\ hat die zwei Nullstellen A = 0 und A = —4.
Daher ist die allgemeine Losung dieser Gleichung

yh(x) =C+ 0267430
fiir Cl, Cy e R.

Um eine partikulidre Losung zu bestimmen, kdnnen wir erneut das Verfahren aus a) anwenden. Mit
dem Ansatz
—4
y(z) = er(z) + ea@)e ™™,

sowie
i (z) + cy(z)e ™ =0

ergibt sich durch Einsetzen von y(x) in die DGL und Auflosen nach ¢, ¢4, dass

Durch Integration erhalten wir

1 1 1\ -
() = (o = e + Creala) = 5 ( - 5) e 4 O,

Nach Einsetzen ist unsere allgemeine Losung:
—dx 1 x 1 5x —4x
y(x) = c1(z) + ca(x)e = Z(x— e+ Cy ) + ~50 T — : T+ 0y e

1 6
=C) + Coe ™ 4 gxex — %ew.

Bitte wenden!



Aus den Anfangsbedingungen folgt, dass C; = % und Cy = — 1= sind. Somit ist die Losung des

100
Problems:
( ) 1 1 —4r_|_ 1 T 6 T
r)=-——e¢ —ze® — —e”.
4 47100 5 25

¢) Das charakteristische Polynom lautet a® + o? + a 4+ 1 = %4:11 und hat die Nullstellen —1, +3.
Eine partikuldre Losung ist y,(x) = —=.
Die allgemeine Losung lautet somit y(x) = Cy e * 4+ Cycosx 4+ Cysinz — x.
Die Anfangsbedingungen geben C7, =1, Cy =0, C3 = 3.
Die gesuchte Losung ist also y(x) = e™% + 3sinx — x.

7. Gegeben sei die Differentialgleichung

Yy — (2a—4)y + (8 — 4a)y = 0.

a) Fiir welche Werte von « gibt es sowohl Losungen, die fiir x — oo konvergieren (aber ungleich der
konstanten Funktion 0 sind) als auch Losungen, die fiir z — oo nicht konvergieren?

b) Fiir welche « gibt es Losungen y, die fiir £ — oo konvergieren mit lim,_, o, y(z) # 0?

Loésung: Die Differenzialgleichung
y'—Qa—4)y' + (8 —4da)y=0 Q)

ist eine homogene lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Der
Ansatz y (z) = e, A € €, liefert (y (z) = Ae?®, y” (x) = A\2e?)

0 = MM — (20 —4) N + (8 —4a) e
e N —(2a—4)A+(8—4a)].
#0
—p(\) = NX—Q2a—4HA\+(8—4a)=0

Wir berechnen die Nullstellen von p (A) (charakteristisches Polynom von (5))

2a—4+\/(2a—4)2—4(8—4a)

AN = =a—-2++vao?2—4 und

2

2a—4—\/(2a—4)2—4(8—4a)
Ay = 5 =a—-2—+va?—-4.

Wir unterscheiden folgende Fille.
o> 2

M o= a-2+4vVa2—4>2-2+ Va2 —4=+1a2—4>0

o < 0, da =a-2-Va2-4<0e=0<a-2<+a2—4
<:>(a—2)2<(\/omy(:)a2—4a+4<a2—4
<= da< 8= a>2

Siehe nichstes Blatt!



Zusammenfassend: A; > 0, Ay < 0 (insbesondere ist A\; # \2). Somit sind alle Losungen von der Form
(oder Linearkombinationen dieser Formen)

ae™® — 400 oder 0 (x = 00), a € R (je nachdem, ob @ > 0, < 0 oder = 0 ist)

be*?® =0 (z — 00), b€ R.

a=2:
Esist Ay = 0 = Ag. Alle Losungen sind von der Form (oder Linearkombinationen dieser Formen)

ae*® = g (insbesondere konvergent fiir z — c0), a € R
bre?® = bx — 400 oder 0 (x = ), b € R (je nachdem, ob b > 0, < 0 oder = 0 ist).
—2<a<2:

Es gilt o®> — 4 < 0. Es folgt, dass \; = Ao € C \ R mit Re (\), Re (\2) < 0 (daa —2 < 0). Alle
Losungen sind von der Form (oder Linearkombinationen dieser Formen)
a ROz im0 (z 5 00), a € R

heRez g=imQA)z _y (1 5 o0), b e R.

Ao = a—2— [a®—4<0
\.\,./ \w_/
M = a—-2+Vai—4<a—-2+Val+d<a—-2+ | 4a+4

= a—2+/(a—2)° =a-2+|a-2|=a-2-(a—2)=0.
<0

a < —2:
Es gilt

Zusammenfassend: A1, A2 < 0, d.h. wir haben exponentielles Abklingen, somit gehen alle Losungen
gegen 0 fiir x — oo.
Die Antworten lauten somit

a) a> 2.

b) a=2.

8. Betrachten Sie die Differentialgleichung
r?u’ (r) = —ru/(r) +u(r) +2r, wobei r > 0.
a) Finden Sie die Losung u(r) mit (1) = 0 und «’(1) = 0.

b) Finden Sie all diejenigen Losungen u(r), welche fiir » — 0 konvergieren.

Losung:

Bitte wenden!



a) Um die homogene Losung dieser Eulerschen DGL zu finden, machen wir den Ansatz u(r) = <.

(0%

Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL erhalten wir das Indexpolynom

0 = r?ala—1Dr* 2 +rar*t —r°
0 = o>—a+a-—1.
= a = =1

Die homogene Losung ist somit uy(r) = Cyr + Cor~! mit C;,Cy € R. Fiir die partikulire
Losung machen wir einen Ansatz mit Variation der Konstanten, dh.

uy(r) = Cy(r)r + Co(r)r—t.

Wie in Stammbach, Teil C, Kapitel 9 (b) fordern wir zusitzlich zur urspriinglichen Differential-
gleichung noch
Ci(r)r + C’é(r)ril =0. 6)

Unter Verwendung dieser Gleichung ergibt sich

u, =Cir+Cy 4 Cyr~h = Cor™> = Cy — Cor™?,
uy) = Cf — Cyr™ +2Cor™>.

Setzt man in die urspriingliche Differentialgleichung (geteilt durch 7-2) ein, erhilt man
Cyp—Chr 2 4+2Cor 3 + Cyrt — Cyr™3 = Cyr~! — Cor™

2
_ C/ _ C/ —2 —
1 2" r
Beriicksichtigt man Gleichung (6) ergibt sich das Gleichungssystem
i /. —1 1 /-2 2
Cir+Cyr— =0,C) —Cyr = = ot
Multiplizieren der zweiten Gleichung mit r und subtrahieren der ersten ergibt
!/ 2 /!
—02; =2 = (C)=—r
Einsetzen in die zweite Gleichung gibt C| = 2/r + C4/r* = 1/r. Durch Integration erhalten wir

1
Cl('f') = ln(r) + CL(), 02(7”) = 757'2 + 0270.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet also

u(r) = (In(r) + Cro)r + (—%TQ + 0270)1

;.
Die Bedingungen u(1) = 0,4’ (1) = 0 sind erfiillt fiir
1 1
Cipo— 5 +C20=0,C10— (*5 +Cap) =0,

also C1 9 = 0,49 = 1/2. Also folgt fiir die Losung des Anfangswertproblems

1 1
u(r) = In(r)r 27" + 5

Siehe nichstes Blatt!



b) Aus a) sieht man, dass die allgemeine Losung der DGL geschrieben werden kann als

1 1
U(T’) = (111(7”) + 0170)7“ + (*57"2 + CQ,());
= Cir + Cor ™" +In(r)r,

fir Cy = C1,0 — %, Co = Ca9. Da (In(r)r) — 0 fiir » — 0, konvergiert diese Losung fiir r — 0
genau dann wenn Cy = 0. D.h. die gesuchten Losungen sind gegeben durch

u(r) = Cir +In(r)r mitCy € R.

9. Losen Sie das Anfangswertproblem

fiir die Funktion y = y(x), x > 0.

Hinweis: Fiir die partikuldre Losung konnen Sie den Ansatz y,(z) = A + Bx + Cz? wihlen.

Losung: Es handelt sich um eine inhomogene Eulersche Differentialgleichung zweiten Grades. Fiir
die zugehorige homogene Gleichung benutzen wir den Ansatz y(x) = 2%, « € R. Dessen Ableitungen
sind ¢/ (z) = az® ! und "’ (z) = a(a — 1)2°~2; und Einsetzen ergibt

1

1
0= (afa—1)z°7?) — ;(amo‘_l) + ?mo‘

= (oz(oz -1 —a+ 1>x°‘72.
Da 2 > 0 nach Voraussetzung, kénnen wir mit z®~2 # 0 kiirzen und erhalten das Indexpolynom
0=0a?—-2a+1=(a—1)>
mit der doppelten Nullstelle « = 1. Deshalb lautet die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
yp(z) = Crxz + Cozlnx
mit Konstanten C, Cy € R. (Durch Einsetzen in die DGL kann man das Resultat priifen.)

Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung versuchen wir einen quadratischen polynomi-
ellen Ansatz
y]g(a:):A—i—Bm—l—C'ac27 mit A, B,C € R.

Einsetzen in die urspriingliche DGL ergibt

x? =2?.20 —z - (B+2Cx) + (A + Bz + Cx?)
=22.C+ A

Koeffizientenvergleich liefert C' = 1 und A = 0. Der Wert von B ist egal, und da wir nur eine parti-
kulére Losung suchen, setzen wir der Einfachheit halber B = 0. Wir erhalten also y,(z) = z2. (Durch
Einsetzen in die DGL kann man priifen, dass ¥, eine Losung ist.)

Die allgemeine Losung ist die Summe der homogenen Losung und einer partikuldren Losung, also

y(z) = yn(x) + yp(z) = Crx + Cozlnz + 22,

Bitte wenden!



Aus den Anfangsbedingungen 0 = y(1) =1+ Cy und 0 = 3/(1) = 2 + C4 + Cy ergibt sich Cy = —1
und Cy = —2 — C; = —1. Also lautet die gesuchte Lsung unseres Anfangswertproblems

2

ylx) =2 —z—znz.

Bemerkung: Alternativ zum quadratischen Ansatz kann man auch hier wieder die Variation der Kon-
stanten wie in der vorigen Aufgabe durchfiithren und erhilt das gleiche Ergebnis.



