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Losung - Schnelliibung 9

1. Man berechne das Trigheitsmoment um die z-Achse des homogenen Ringes (Dichte o = 1), der durch
Rotation des Dreiecks ABC um die z-Achse entsteht (siche untenstehende Figur).

Losung: Es gilt
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2. Bestimmen Sie das Volumen der Eistiite, welche durch den Kegel 2% 4+ y?> = 322 und die Sphire
22 + y? + 22 = 1 beschrinkt wird und sich oberhalb der zy-Ebene befindet.
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Losung: V = {(z,y,2) |2? + y* + 22 < 1,2 > 0,2% + y* < 32%}

Bitte wenden!



Die beiden Fldchen treffen sich bei
1
32 =24+ =1-22 = 4°=1 = Z:i§'

Variante mit Kugelkoordinaten (z,y, z) = (0 cos ¢ sin 6, gsin ¢ sin 8, g cos 0):
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Variante mit Zylinderkoordinaten (z, y, z) = (0 cos ¢, gsin ¢, z): Setze
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3. Essei ¥ = (v1, vz, v3) ein Vektorfeld. Die Divergenz div ¥/ ist definiert als
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le”U(:L‘,y,Z) - %(x,y,z) + aiy(m’yaz) + E(xayaz) =V- U(ZL‘,y,Z)

Siehe néchstes Blatt!



und die Rotation rot ¥ als

8yv3 — 8202
rot Uz, y,2) = | O.v1 — Opvs | =V x ¥(z,y,2),
61-1]2 — 8y’Ul

O
wobei V = (@,) den Nabla-Operator bezeichnet.
9.

a) Beweisen Sie die Identitit div rot v = 0.
b) Zeigen Sie weiters: Ist f eine Funktion, so ist
divgrad f = Af,
wobei (wie bekannt) Af = foo + fyy + f2z ist.
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¢) Beweisen Sie die Identitit

Losung:

a) Wir schreiben %1;; = 0, v;. Es gilt:
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divrot ¥ = div | 0,v1 — Ozv3
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b) divgrad f = div (a f) 0(0af) + 0y (0 f) + 0=(0:f) = fra + fyy + o
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= | 0y(0zv1 + Oyva + D,v3) 05,0502 + 0y0yv2 + 0,0,v2)
0.(0zv1 + Oyva + 0,v3) 050,03 + 0,0y v3 + 0,0,v3)
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Bitte wenden!



4. a) Esseit(x,y,2z) = (2 —y,z + z,—x — y). Berechnen Sie div ¢ und rot ¥'.
b) Essei 9(z,y, z) = (3y, —rz,yz?). Berechnen Sie div # und rot .
¢) Zeigen Sie, dass fiir zwei differenzierbare Vektorfelder w; und w5 gilt:

diV(UTl X ’(172) + U71 - rot 'U.TQ = ’1172 - rot ’1171.

Losung:
a) divd(z,y,z) =0und rot ¥(z,y, 2) = (—2,2,2).
b) div#(x,y, 2) = 2yz und rot ¥(x,y, 2) = (22 + ,0, —z — 3).

¢) Esseien Wy = (w11, w12, w13) und Wa = (wa1, wea, was3). Die linke Seite ist dann gleich

Wi2W23 — W22W13 w11 (w23)y - (w22)z
div | wizwer —wiiwaz | + | wiz (w21)z - (w23)x
W11W22 — Wi2W21 w13 (w22):c - (w21)y

= (w12)gWa3 — waz2(w13)s + (W13)ywaor — (w11)ywas + (w11) w22 — (W12),Wwa1,

die rechte gleich

wa1 (wig)y — (wi2)-
way | - | (wi1)z — (w13)e
W23 (w12)1~ - (wn)y

= (W12)zw23 — w22 (wW13)z + (Wi3)ywar — (Wi1)ywas + (w11)-wa2 — (Wi2)wa1.

5. a) Gibtes ein Vektorfeld ¥ mit rot ¥(z, y, z) = (x,y, 2)?

b) Gibt es ein Vektorfeld 0, fiir das

ot = (-~ 5 o)
22+ y2 22 + 42
gilt?
Losung:
a) Nein, da divrot v = 3 # 0 ist.

b) Ja. Ein mogliches Vektorfeld ist



