Wahrscheinlichkeit und Statistik
Patrick Cheridito

1 Information zur Vorlesung und den Ijbungen

1. Es gibt eine Webseite
2. Vorlesung am Mi von 8:15-10

3. Ubungen am Mo 15:15-17 und Di 13:15-15. Schreiben Sie sich bitte in eine Ubungsgruppe ein.
Abgabe: In der Ubungsstunde oder spitestens bis Mittwochs um 13:00 im HG G 53.2

2 Kurze Repetition von diskreten Wahrscheinlichkeitsraumen und
Zufallsvariablen

Definition 2.1
o Fin endlicher Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus

a) einer endlichen Menge Q) = {w1,...,wn} und

b) Elementarwahrscheinlichkeiten py,...,pn € [0,1] so dass 27]2[21 pp =1
o FEin abzahlbarer Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus

a) einer abzihlbaren Menge Q2 = {w1,wo, ...} und

b) Elementarwahrscheinlichkeiten pi,pa, ... € [0,1] so dass Y oo pn =1

o Fin diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Wahrscheinlichkeitsraum, der entweder endlich
oder abzahlbar ist.

e Fin Elementarereignis ist ein Element w € ()
e Lin Ereignis ist eine Teilmenge A C

e Die Potenzmenge von € ist die Menge aller Teilmengen von Q. Sie wird mit P(Q) oder 2%
bezeichnet

o Das Wahrscheinlichkeitsmass auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum ist die Abbildung
P :2% 5 [0,1], definiert durch

PlAl= > p., ACQ.

n,wn€A

Bemerkung 2.2 P : 29 — [0, 1] hat folgende Eigenschaften:
(i) Pl =1

(i) P[U,2, An] = 302 P[A,] fir jede Folge Ay, As, ... von paarweise disjunkten Ereignissen (d.h.
A, N A =0 fiir n # k).



Beispiele 2.3
1. Bernoulliverteilung: = {0,1}, P[0] =1 — p, P[1] = p fiir ein p € [0, 1]: Be(p)
2. Diskrete Gleichverteilung: Q = {wi,...,wn}, pp = 1/N: Unif(wy,...,wy)

3. Binomialverteilung: Q@ ={0,1,..., N}, p, = (N)p”(l —p)N="_fiir ein p € [0,1]: Bin(N, p)

n

4. Geometrische Verteilung: Q = N = {1,2, ...}, p, = p(1 — p)*~! fiir ein p € (0,1): Geom(p)

5. Poisson Verteilung: Q = No = {0,1,...}, p, = e 27 fiir ein A > 0: Pois(\)

Definition 2.4 Seien A und B Ereignisse, so dass P[A] > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von B

gegeben A ist
P[AN B]

PIB A= =5

Satz 2.5 (von der totalen Wahrscheinlichkeit) Sei Ay, ..., Ay ein Zerlegung von Q, so dass P[A,]| >
0 fiir all n. Dann gilt fir jedes Ereignis B,

N
P[B] =Y P[B| A,JP[4,]

n=1

Satz 2.6 (Formel von Bayes) Sei Ay,...,An ein Zerlegung von 2, so dass P[A,] > 0 und B ein
Ereignis, so dass P[B] > 0. Dann gilt fir jedes n,

PB | An]P[An]
Soiy P[B | Al P[Ay]

P[An|B]:

Definition 2.7 FEreignisse Ay, ..., Ay werden unabhdngig genannt, wenn

k

(1 Am,

=1

k

=1

P

fiir jede nichtleere Teilmenge {mi,...,my} von {1,..., M}.
Definition 2.8

o Fine (reellwertige) Zufallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum ist eine Abbil-
dung X: Q2 — R

o Der Wertebereich von X ist W(X) := X(2) = {21 = X(w1),r2 = X(w2), ...}
o Die Verteilungsfunktion (VF) von X ist die Funktion Fx: R — [0,1], die definiert ist durch

Fx(z):=P[X <z]:=P{w: X(w) <z}]

o Die Gewichtsfunktion oder diskrete Dichte von X ist die Funktion px: W(X) — [0,1], die
definiert ist durch px(zy) := P[X =x,], n=1,2,...



o Die Verteilung von X is das Wahrscheinlichkeitsmass px auf W(X) (oder R), das definiert ist
durch px|xy] == px(zy) = PIX =x,], n=1,2, ...

o Jwei Zufallsvariablen X undY sind gleich in Verteilung, falls ux = py. Notation: X @ Y

e Der Erwartungswert von X is definiert durch

E[X]:= ZX(w)P[w] = Z Tppx (Tn),

we TR €EW(X)

falls 3=, cq [ X (W)|Pw] = 32, ew(x) |Znlpx (2n) < 0o. Andernfalls, ist der Ewartungswert nicht
definiert.

e Falls E[X?] < 0o, definiert man die Varianz von X durch
Var(X) i= E[(X — B[X])?}] = E[X?] - B[X]?
und die Standardabweichung durch
0(X) = /Var(X)
e Fulls, E[X?] < 0o und E[Y?] < 0o, dann definiert man die Kovarianz
Cov(X,Y):=E[(X - EX])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X|E[Y]

und die Korrelation

Cov(X,Y
p(X,Y) = (XX
\/Var(X)Var(Y)
Definition 2.9
o Fir Zufallsvariablen X1, ..., Xq auf einem diskreten Wahscheinlichkeitsraum €0 definiert man

die gemeinsame Verteilungsfunktion F: R? — [0,1] durch

F(acl,...,a:d) Z:P[Xl le,...,Xded]
e Die gemeinsame Gewichtsfunktion p: R? — [0,1] von X1, ..., Xq ist gegeben durch
p(a:l,...,xd) = P[Xl :ml,...,Xd = a;d]

e X1,...,Xy sind unabhdngig, falls

F(z1,...,2q) = Fx,(21) x --- x Fx,(xq) fir alle z € R

Bemerkung 2.10 Fiir Zufallsvariablen X, ..., X; auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum €2
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) X1,...,Xq sind unabhéngig

(i) p(z1,...,24) = px, (21) X -+ X px,(z4) fiir alle z € RY



(iii) P[Xl € By,.... X, € Bd] = P[Xl S Bl] X e X P[Xd S Bd} fir alle Teilmengen B; C W(XZ),
i=1,....d

(iv) E[f1(X1)x - x fa(Xq)] = E[f1(X1)] x---x E[f4(Xy)] fiir alle beschrankten Funktionen f;: R —
R i=1,...d

Definition 2.11 Fir zwei Zufallsvariablen X und Y auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum )
definiert man die bedingte Gewichtsfunktion von X gegeben dassY =1y durch

p(z,y)
py (y)

pxyy(@|y)=PX=z|Y =yl =

fir py (y) > 0 und 0 sonst.

3 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume
Definition 3.1 Sei Q eine beliebige Menge; z.Bsp. {1,..., N}, N, R, R, RN RE+
o Ein Mengensystem F C 29 heisst o-Algebra, falls
(i) QeF
(il) A€ A fir jedes A € F
(iii) Upl, An € F fir jede Folge Ay, As, ... in F
e FEine Abbildung P: F — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmass, falls
(i) PIQ] =1

(i) PlU,2, An) = >-02 P[A,] fiir jede Folge Ay, As, ... in F von paarweise disjunkten Mengen
A, €F (dh. Ay NA,=0 firn+#k)

e Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einem Triplett (2, F, P), wobei ) eine beliebige Menge
ist, F eine o-Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsmass

e Fin Ereignis ist eine Menge A € F

e FEine (reellwertige) Zufallsvariable (ZV) ist eine messbare Abbildung X : Q — R, wobei messbar
bedeutet, dass {X < x} ein Ereignis ist fir alle x € R



