Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Definition 1 Zufallsvariablen X1,..., X, auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum heissen
(stochastisch) unabhdngig, falls

F(z1,...,2n) = Fx,(z1) - Fx, (x,) fir alle z1,...,z, € R.

Satz 2 Zufallsvariablen X1, ..., X, mit einer gemeinsamen Dichte f sind genau dann unabhdngig,
falls

flze, ... zn) = fxy(x1) - fx, (xn)  fir alle xq,...,z, € R.

Satz 3 Fir Zufallsvariablen X1,..., X, auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum sind die
folgenden aquivalent:

(i) Xq,...,X, sind unabhdingig.

(ii) Elg1(X1) - gn(Xn)] = Elg1(X1)] - E[gn(Xy)] fir alle beschrinkten (messbaren) Funktionen
g1y 0n: R—R.

(iii) Efg1(X1) - gn(Xn)] = Elg1(X1)] - - - Elgn(Xy)] fir alle (messbaren) Funktionen g1, ...,gn: R —
R so dass E||gi(X;)|] < oo fiir allei=1,...,n.

Korollar 4 Fir unabhdingige Zufallsvariablen Xi,..., X, sind auch g1(X1),...,gn(Xy,) unabhdngig
fiir alle (messbaren) Funktionen gi1,...,g9n: R — R.

Korollar 5 Seien X und Y unabhingige Zufallsvariablen, so dass E[X?] < oo und E[Y?] < co. Dann
hat man Cov(X,Y) = 0.

Beispiel 6 Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen, so dass X ~ AN(0,1) und Y = +1 mit
Wahrscheinlichkeit je 1/2. Dann hat man fir Z = XY,

Cov(X,Z) = E[XZ] = E[X?Y] = E[X?E[Y] =0.

Wiéren X und Z unabhéngig, dann wiirde aus Korollar 4 und Korollar 5 folgen, dass Cov(|X|, |Y|) = 0.
Aber man hat

Cov(|X[,12]) = E[IX||1Z]) - E[X||E[|Z]] = E[X?] - E[|X|]* = Var(|X]) = (7 - 2)/7 > 0.

Also kénnen X und Z nicht unabhéngig sein.



