
Zweistichproben-Tests für Normalverteilungen

1 Gepaarte Zweistichproben-Tests

Seien X1, . . . , Xn, Y1, . . . Yn Zufallsvariablen, so dass (X1, Y1) · · · (Xn, Yn) natürliche Paare bilden. Bezeich-
ne Z1 = X1 − Y1, . . . , Zn = Xn − Yn.

Beispiel: Wenn X1, . . . , Xn i.i.d. N (µX , σ
2
X)-verteilt sind und Y1, . . . , Yn i.i.d. N (µY , σ

2
Y )-verteilt, so dass

X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn unabhängig sind, dann sind Z1, . . . , Zn i.i.d. N (µX − µY , σ2X + σ2Y )-verteilt. Falls
σX und σY bekannt sind, ist auch σ2X + σ2Y bekannt. Falls σX und σY nicht beide bekannt sind, dann ist
auch σ2X + σ2Y nicht bekannt.

1.1 Normalverteilung mit bekannter Varianz

Seien Z1, . . . , Zn i.i.d. N (ϑ, σ2)-verteilt mit bekanntem σ > 0.

Hypothese H0: ϑ = ϑ0 (z.Bsp. ϑ0 = 0)

Teststatistik:

T =
Zn − ϑ0
σ/
√
n
∼ N (0, 1) unter Pϑ0 .

Kritische Bereiche zum Niveau α ∈ (0, 1): Alternative HA Kritischer Bereich

ϑ < ϑ0 (−∞, zα)
ϑ > ϑ0 (z1−α,∞)

ϑ 6= ϑ0 (−∞, zα/2) ∪ (z1−α/2,∞)

1.2 Normalverteilung mit unbekannter Varianz

Seien Z1, . . . , Zn i.i.d. N (µ, σ2)-verteilt mit unbekanntem σ > 0.

Hypothese H0: µ = µ0 (z.Bsp. µ0 = 0)

Teststatistik:

T =
Zn − µ0
S/
√
n
∼ tn−1 unter Pµ0 , wobei S2 :=

1

n− 1

n∑
i=1

(Zi − Zn)2.

Kritische Bereiche zum Niveau α ∈ (0, 1): Alternative HA Kritischer Bereich

µ < µ0 (−∞, tn−1,α)

µ > µ0 (tn−1,1−α,∞)

µ 6= µ0 (−∞, tn−1,α/2) ∪ (tn−1,1−α/2,∞)
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2 Ungepaarte Zweistichproben-Tests

Seien X1, . . . , Xn i.i.d. N(µX , σ
2
X)-verteilt und Y1, . . . , Ym i.i.d. N(µY , σ

2
Y )-verteilt so dass

X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym alle unabhängig sind.

2.1 Normalverteilungen mit bekannten Varianzen

Seien σX , σY > 0 bekannt.

Hypothese H0: µX − µY = µ0 (z.Bsp. µ0 = 0)

Teststatistik:

T =
Xn − Y m − µ0√

σ2
X
n +

σ2
Y
m

∼ N (0, 1) unter Pµ0 .

Spezialfall: Falls σX = σY = σ > 0, dann ist

T =
Xn − Y m − µ0
σ
√

1
n + 1

m

∼ N (0, 1) unter Pµ0 .

Kritische Bereiche zum Niveau α ∈ (0, 1): Alternative HA Kritischer Bereich

µX − µY < µ0 (−∞, zα)
µX − µY > µ0 (z1−α,∞)

µX − µY 6= µ0 (−∞, zα/2) ∪ (z1−α/2,∞)

2.2 Normalverteilungen mit unbekannten aber gleichen Varianzen

Seien σX = σY = σ für ein unbekanntes σ > 0.

Hypothese H0: µX − µY = µ0 (z.Bsp. µ0 = 0)

Teststatistik:

T =
Xn − Y m − µ0
S
√

1
n + 1

m

∼ tn+m−2 unter Pµ0 ,

wobei

S2 :=
(n− 1)S2

X + (m− 1)S2
Y

n+m− 2

für

S2
X :=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)
2 and S2

Y :=
1

m− 1

m∑
i=1

(Yi − Y m)
2.

Kritische Bereiche zum Niveau α ∈ (0, 1): Alternative HA Kritischer Bereich

µX − µY < µ0 (−∞, tn+m−2,α)

µX − µY > µ0 (tn+m−2,1−α,∞)

µX − µY 6= µ0 (−∞, tn+m−2,α/2) ∪ (tn+m−2,1−α/2,∞)
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