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Priifung Numerische Methoden

Wichtige Hinweise

e Die Priifung dauert 90 Minuten.
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Winter 2018

e Erlaubte Hilfsmittel: 5 A4-Blitter doppelseitig (=10 Seiten) eigenhéindig und handschriftlich verfas-
ste Zusammenfassung, nicht ausgedruckt, nicht kopiert. Sonst keine Hilfsmittel zugelassen.

e Begriinden Sie jeweils Ihre Aussagen. Unbegriindete Losungen (auer bei Multiple-Choice-Aufgaben

« Schauen Sie das Priifungsblatt erst an, wenn der
Assistent das Signal dazu gibt!

falls nicht explizit gefordert) werden nicht akzeptiert!
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Legen Sie Ihre Legi auf den Tisch. Schalten Sie Ihr Handy aus.
Losen Sie Aufgaben 1 und 2 auf dem Angabenblatt.

Losen Sie Aufgaben 3, 4 und 5 auf Extrablittern. Beginnen Sie hierfiir fiir jede Aufgabe eine neue
Seite, und schreiben Sie Ihren Namen und Ihre Leginummer auf alle Blitter.

Schreiben Sie nicht mit Bleistift. Verwenden Sie einen Stift mit blauer oder schwarzer Farbe (kei-

nesfalls rot oder griin).

Versuchen Sie Thren Losungsweg moglichst klar darzustellen und arbeiten Sie sorgfiltig!

Viel Erfolg!



Siehe nichstes Blatt!



Aufgaben:

1. Wahr oder Falsch [10 Punkt(e)]

Hinweise zur Bewertung: Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch; machen Sie ein Kreuzchen

in das entsprechende Kistchen und zwar so:

wahr | falsch

X

Als Markierungen sind ausschliesslich Kreuzchen X erlaubt. Wenn Sie ein Kreuzchen riickgingig

machen wollen, streichen Sie es klar erkennbar durch.

Jedes richtig gesetzte Kreuzchen ergibt 2 Punkte, jedes falsch gesetzte Kreuzchen ergibt -2 Punkte.
Die erreichte Gesamtpunktzahl wird aber nie negativ sein - wir runden auf O auf.

wahr

falsch

1) Die Funktion ¢(z) = 22 + % hat zwei reelle Fixpunkte.

2) Das durch folgendes Butcher-Tableau gegebene Runge-Kutta Ein-
schrittverfahren
1/211/2

1

ist implizit.

3) Das folgende Anfangswertproblem geniigt den Voraussetzungen von
Picard-Lindelof

4) Das Integral [, 2*/7dz = 7/9 wird mittels der summierten Simpson-
Regel Q) approximiert. Fiir geniigend kleines i = b_Ta verhilt sich der
Quadraturfehler ¢V wie O(h?).

5) Das Interpolationspolynom

p(e) = 5(z ~2(x —3) ~ 4z Dz —3) + (¢~ Dz ~2)

interpoliert folgende Stiitz-Stellen und -Werte: (1,1), (2,4) und (3, 2).

Bitte wenden!



2. Explizites und Implizites Euler-Verfahren [10 Punkt(e)]
Fiir das Anfangswertproblem g(t) = f(¢,y(t)) ist ein Schritt des impliziten Euler-Verfahrens durch

Ynt1 = Yn + NS (tns1, Ynt1)

definiert.
a) [3 Punkt(e)] Betrachten Sie folgendes AWP
y(t) = =Ay(t),

Fiihren Sie (analytisch) einen Schritt (mit Schrittweite ~) mit dem expliziten und impliziten
Euler-Verfahren aus.

y(to) = vo-

b) [4 Punkt(e)] Betrachten Sie folgendes AWP

y(to) = yo > 0,

Fiihren Sie (analytisch) einen Schritt (mit Schrittweite A) mit dem expliziten und impliziten
Euler-Verfahren aus.

¢) [3 Punkt(e)] Die numerisch berechnete Losung fiir das AWP

y(t) = =20y(t),  y(0) =1,

mit Schrittweiten 7 = 27 fur i = 2,4,6,8 und Endzeit T = 1 ist in Abbildung 1 gezeigt.

Wurde das explizite oder implizite Euler-Verfahren zur Berechnung der Werte in Abbildung 1
verwendet?

Sie miissen keine Begriindung angeben.
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Abbildung 1

Siehe nichstes Blatt!



3. Heun Verfahren [10 Punkt(e)]

In dieser Aufgabe wollen wir das Verfahren von Heun implementieren. Das Heun Verfahren ist
gegeben durch

kl = f(tjayj)u
ko = f(t; +h,y; + hk1),

h
Yjr1 = Yj + 5(/%‘1 + ko).

a) [3 Punkt(e)] Skizzieren Sie dieses Verfahren in folgenden Richtungsfeld, d.h. skizzieren Sie

direkt Abbildung 2.
Y
A
y(t)
> !

Abbildung 2

Bitte wenden!



b) [7 Punkt(e)] Implementieren Sie dieses Verfahren in folgendem Matlab Template.

Parameters:
£

to, T

yvO0

N

Returns:
t

y

o o0 o0 oo oo oo oo oo oo oo oo oo

end

rechte Seite f(t,y(t)) der gew.

function [t,y] = heunVerfahren(f,t0,T,vy0,N)
Zweck: integriere eine gewoehnliche Diff.-Gleichung erster
Ordnung mit dem Heun Verfahren.

Start—- und End-Zeit

Anfagswert
Anzahl Schritte

Zeiten
approx. Loesung

zu Zelten t

Diff.-GI1.

Siehe nichstes Blatt!




4. Konsistenzordnung und Stabilitdtsfunktion [10 Punkt(e)]
Wir betrachten folgendes Runge-Kutta Einschrittverfahren:
kl = f (tjayj) )

2 2
k’g = f (tj -+ gh,yj + ghkl) s

h
Yier =Y+ (k1 + 3k2) .
a) [1 Punkt(e)] Geben Sie das zugehorige Butcher-Tableau an.
b) [4 Punkt(e)] Bestimmen Sie die Konsistenzordnung dieses Verfahren.

¢) [1 Punkt(e)] Was konnen Sie iiber die Konvergenzordnung schlussfolgern?
(Falls Sie b) nicht geldst haben, nehmen Sie einfach die Variabel s fiir die Konsistenzordnung.)

d) [2 Punkt(e)] Berechnen Sie die Stabilitiatsfunktion dieses Verfahren.

e) [2 Punkt(e)] Bestimmen Sie das Stabilititsintervall dieses Verfahren.

Bitte wenden!



5. Gauss-Legendre Quadratur [10 Punkt(e)]

Gegeben ist folgendes Legendre Polynom

a) [3 Punkt(e)] Bestimmen Sie die zwei Punkte Gauss-Legendre Quadratur G [ f] auf dem Referenz-

Intervall [—1, 1]:
1

Gilf] =) _w;- flxy).

=0
b) [2 Punkt(e)] Bestimmen Sie die Konvergenzordnung von G4 [ f] fiir geniigend Glatte f.
¢) [1 Punkt(e)] Transformieren Sie G [f] auf ein beliebiges Intervall [a, b].
d) [2 Punkt(e)] Bestimmen Sie eine Niherung von
1
2
Ix"] :/ vidr = =,
1 5

mittels der summierten Quadraturregel GYY[f] mit N = 1und N = 2.
Hinweis:

1 1 \* 7 3

L, LY T, V3

(2 2\/§> 36 9
[ B S SR
2 2v3) 36 9

e) [2 Punkt(e)] Berechnen Sie den Quadraturfehler fiir G1[z*] und G?[z*] aus d). Stimmt die tat-
sdchliche Fehlerreduktion mit der theoretischen Voraussage aufgrund der Konvergenzordnung
iiberein?



