D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Analysis 11 FS 2018
Prof. Manfred Einsiedler

Ubungsblatt 3

1. Sei X eine nichtleere Menge und d die diskrete Metrik autf X definiert durch
0, ==y,
d(z,y) ==
L z#y,

fir x,y € X. Wann konvergiert eine Folge (z,), in X beziiglich d gegen z, € X?
Beweisen Sie Ihre Antwort.

2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung:
Firz,y,z € X gilt

|d(z,y) — d(y, 2)| < d(z, 2).

3. Verifizieren Sie, dass die folgenden beiden Funktionen dyy, dsycr Metriken auf R?
definieren:

e (Manhattan-Metrik)
dny (@, y) = |21 — 1| + |22 — vo
fir v = (21, 22),y = (y1,42) € R?,

e (Franzosische Eisenbahnmetrik)

q (2.9) |l — y|l2, «,y linear abhingig iiber R,
T,Y) = , :
SNerlh ¥ llz|l2 + ||yll2, =,y linear unabhingig tiber R,

fiir z,y € R

4. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X Beweisen Sie, dass das Innere Y° von Y’
die grosste in Y enthaltene offene Teilmenge von X und Y die kleinste abgeschlossene
Teilmenge von X ist, die Y enthilt; also formal dass

ve=|Jo Y= [)] A4

ocy ADY
O offen A abgeschlossen

und dass Y° offen und Y abgeschlossen ist. Folgern Sie, dass Y genau dann offen ist
wenn Y = Y° und dass Y genau dann abgeschlossen ist wenn Y =Y.

Bitte wenden!



5. Sei X eine nichtleere Menge. Wir nennen zwei Metriken d, d’ auf X dguivalent, falls
sie dieselbe Topologie auf X induzieren.

a) Sei d eine Metrik auf X und definiere

: __d(=y)
d'(z,y) = H—d—(at,y)

fir v,y € X. Zeigen Sie, dass d’ eine zu d #dquivalente Metrik auf X ist mit
d'(z,y) < 1fiiralle z,y € X.

b) Zeigen Sie, dass die beiden Metriken dyy und dgncr auf R? aus Aufgabe 3 nicht
dquivalent sind.

6. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir x € X bezeichnen wir mit Z(z) die Zusam-
menhangskomponente von x, definiert als die Vereinigung aller zusammenhéngenden
Teilmengen von X, die x enthalten.

a) Zeigen Sie, dass Z(x) fiir jedes z € X zusammenhingend ist.
b) Zeigen Sie, dass {Z(x) | x € X} eine Partition von X ist.

¢) Zeigen Sie, dass fiir jede zusammenhéngende Teilmenge Y C X auch der Ab-
schluss Y zusammenhingend ist. Folgern Sie, dass Z(z) fiir jedes © € X abge-
schlossen ist.

Challenge. Sei ¢ > 0. Eine faire Miinze wird n-mal geworfen. Zeigen Sie unter Verwen-
dung der Stirling-Formel, dass die Wahrscheinlichkeit hochstens (% - 5)n mal Kopf
zu erhalten fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Siehe nichstes Blatt!



7. Multiple-Choice-Fragen (Mehrere Antworten konnen richtig sein!)

1. Welche der folgenden Mengen ist der Rand OU der Menge

U={(z,y) eR*| 2> +¢y* <1,y #0} CR*?
@ OU={(z,y) eR*[2®+y*=1,y=0}
(b) U ={(z,y) e R? | 22 +y* =1}
© U ={(z,y) eR?|2* +y* =1} U{(2,y) € R* | y = 0}

(d) U ={(z,y) eR?* | 2*+3* =1} U{(z,y) eR* |y =0, 2* < 1}

2. Die Potenzreihe
= 2
Z 2—2n ( TL) P
n=0 n
hat Konvergenzradius 1. Im Punkt z = 1 ist sie aufgrund der Stirling-Formel. . .

(a) ...konvergent.

(b) ...divergent.

3. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(a) [0,1) ist offen in [0, 2].

(b) [0, 1) ist abgeschlossen in [0, 2].

(¢) (0,1] ist offen in [0, 2].

(d) (0, 1] ist abgeschlossen in [0, 2].

(e) Nistoffenin Q.

(f) Nist abgeschlossen in Q.

(@ O={(z,y,2) e R®| 2?4+ y* <1, 2 = 0} ist offen in R3.

Bitte wenden!



4. Welche der folgenden Beispiele sind metrische Riume?

(a) (B(X),d), wobei B(X) die Menge aller beschrinkten Funktionen von einer
nichtleeren Menge X nach R bezeichnet und

d(f,g) = Sup |f(z) — g(z)|
fir f,g € B(X).
() ((0,00),d), wobei d(z,y) := ‘% — i! fiir z,y € (0, 0).

(c) ({0,1}2%18 d), wobei d(z,y) die Anzahl der Stellen bezeichnet, in der sich zwei
Elemente z,y € {0, 1}%°'® unterscheiden.

(d) (R?,d), wobei d(z,y) = (z1 — y1)? + (x2 — yo)? fiir Vektoren x = (z1, x9),
y = (y1,92) € R%.

5. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y7,Y; C X zwei Teilmengen. Welche der
folgenden Aussagen gelten im Allgemeinen?

(@ YUY, =Y, UY,
b)) VN2>V NY;

© YINY,CcYinY,

Siehe nachstes Blatt!



6. Wir betrachten den metrischen Raum (X, d), wobei X = (0,00) und d die eukli-
dische Metrik ist, und die Teilmenge Y = {2 | n € N} C X. Welche der folgenden
Aussagen treffen zu?

(a) Y istabgeschlossen in X.
(b) Y =Y Uu{o}.
(¢) Y ist zusammenhidngend.

(d) Y besitzt keine Haufungspunkte in X.

e Elektronische Erkldrung der Bereitschaft eine oder mehrere Aufgaben vorzuldsen: bis
Freitag, 2. Mirz 2018, 10:00, unter http://tiny.cc/vorxn2/.

e Abgabe der schriftlichen Losungen zu denjenigen Aufgaben, fiir welche Sie ausge-
wihlt wurden: bis Freitag, 2. Mérz 2018, 14:00, im Fach Ihres Ubungsleiters im HG
F 27 oder per E-Mail an Thren Ubungsleiter.

e Online-Abgabe der Multiple-Choice-Fragen: bis Montag, 5. Mérz 2018, 13:00, unter
https://echo.ethz.ch/s/.



