D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Analysis 11 FS 2018
Prof. Manfred Einsiedler

Ubungsblatt 6

1. Esseien f: R? — R? und ¢g: R®> — R? die Funktionen definiert durch

x cos(y) 2 — 92
flzy) = {zsin(y) | und g(z,y,2) = | v
7 2

Berechnen Sie das Differential D, (g o f) auf zwei Arten:
a) indem Sie zuerst explizit die Komposition g o f berechnen;

b) unter Verwendung der Kettenregel.

2. Bestimmen Sie die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f: R® — R gegeben
durch

f(x,y,2) = xyz + 3"y
im Punkt (0,1,3) € R3.

Bemerkung: Da nach einer Richtung gefragt ist, sollte die Losung ein Einheitsvektor sein.

3. Betrachten Sie die Funktion f: R? — R gegeben durch

flzy) = 22 —y)(y — 2?).

a) Finden Sie alle kritischen Punkte von f und bestimmen Sie dort die Hesse-
Matrix. Was konnen Sie aus deren Betrachtung schliessen?

b) Esseiv € R?ein Einheitsvektor. Beweisen Sie, dass die Funktion R > ¢ +— f(tv)
ein striktes lokales Maximum in O besitzt.

¢) Zeigen Sie, dass (0, 0) kein lokales Maximum von f ist.

4. Betrachten Sie die Funktion f: R? — R gegeben durch

f(z,y) =¥ — ¢ + 3e™y.

Zeigen Sie, dass f genau einen kritischen Punkt besitzt und dass dieser ein striktes
lokales Minimum ist. Ist er auch ein globales Minimum?

Bitte wenden!



5. Sein € Nund U C R” eine nichtleere, offene, konvexe Teilmenge. Eine Funktion
f: U — R heisst konvex, falls fiir alle z,y € U und X € [0, 1] die Ungleichung

FA =Nz +dy) <1 =2)f(x)+Af(y)

erfiillt ist. Zeigen Sie: Ist f: U — R differenzierbar und konvex, so ist jeder kritische
Punkt von f ein globales Minimum.

Hinweis: Betrachten Sie fiir einen kritischen Punkt = € U von f und einen weiteren (beliebigen) Punkt

y € U die Funktion ¢: ¢ — f((1 — t)x + ty), welche konvex im Sinne der Analysis I ist.

6. Seien m,n € N, U C R" eine nichtleere, offene Teilmenge und f: U — R™ eine dif-
ferenzierbare Funktion. Zeigen Sie: Ist fiir alle z € U das Differential D, f surjektiv,
so nimmt die Funktion

Uszr—|f(z)]€R

kein lokales Maximum an.

Siehe nichstes Blatt!



7. Multiple-Choice-Fragen (Mehrere Antworten konnen richtig sein!)

1. Es sei f: R? — R die Funktion f(z,y) = cos(x)sin(y). Welche der folgenden
Polynome sind Taylor-Polynome von f in (0, 0)?

(@) 0
(b) =z
© y
(d z+y
(e) wy
2. Es sei

1 2
A= (2 _1> € Matgyg(R).

Welche der folgenden Aussagen treffen zu?
(a) A ist positiv definit.

(b) A ist negativ definit.

(c) A istindefinit.

(d) A?ist positiv definit.

(e) A? ist negativ definit.

(f) A? ist indefinit.

Bitte wenden!



3. Es bezeichne M : Mat,, ,(R)*> — Mat,, ,(R) die Matrixmultiplikationsabbildung
(A, B) — AB. Was ist die Ableitung von M im Punkt (A, B) € Mat, ,(R)? in
Richtung (C, D) € Mat,, ,,(R)*?

(@ AB+CD
(b) BA+ DC
(c) AD-CB
(d) AD+CB
(e) AC'— DB
() CA+ BD

4. Die Funktion f: R® — R sei definiert durch f(z,y,2) = 232 — y2°. Welche der
folgenden Aussagen treffen zu?

(a) f hatein globales Extremum.

(b) f hatein lokales Extremum im Ursprung.

(c) Die Einschrinkung von f auf B;(0) = {(x,y,2) € R? | 2% + y* + 2% < 1} hat
ein globales Extremum.

5. Die Hesse-Matrix H(x) der Funktion f: R™ — R sei in einem kritischen Punkt
xo von f positiv semidefinit, d.h. es gelte (v, H(x¢)v) > 0 fiir alle v € R". Welche
der folgenden Aussagen gelten dann notwendigerweise?

(a) xq ist ein striktes lokales Minimum von f.

(b) x( ist ein (moglicherweise nicht striktes) lokales Minimum von f.

(¢c) =z ist kein lokales Maximum von f.

(d) Keine der obigen Aussagen.

Siehe nachstes Blatt!



6. Welche der folgenden Sitze gelten auch im R™?

(@) Der Zwischenwertsatz: Ist C' C R™ zusammenhingend und f: C' — R eine
stetige Funktion mit f(z) < 0 und f(y) > O fiir zwei Punkte z,y € C, so
existiert ein z € C' mit f(z) = 0.

(b) Der Mittelwertsatz: Sind a,b € R mita < bund ist f: [a,b] — R™ differenzier-

bar, so gibt es ein § € (a,b) mit f(b) — f(a) = f'(&)(b— a).

7. Sei U C R" eine nichtleere, offene Teilmenge. Welche der folgenden Aussagen
gelten im Allgemeinen?

(a) Ist U konvex, so ist U sternformig.

(b) Ist U konvex, so ist U wegzusammenhingend.

(c) IstU sternformig, so ist U wegzusammenhédngend.
(d) Ist U sternformig, so ist U konvex.

(e) Ist U wegzusammenhingend, so ist U sternformig.

e Elektronische Erkldrung der Bereitschaft eine oder mehrere Aufgaben vorzuldsen: bis
Freitag, 23. Mirz 2018, 10:00, unter http://tiny.cc/vorxn2/.

e Abgabe der schriftlichen Losungen zu denjenigen Aufgaben, fiir welche Sie ausge-
wihlt wurden: bis Freitag, 23. Mirz 2018, 14:00, im Fach Ihres Ubungsleiters im HG
F 27 oder per E-Mail an Thren Ubungsleiter.

e Online-Abgabe der Multiple-Choice-Fragen: bis Montag, 26. Mérz 2018, 13:00, unter
https://echo.ethz.ch/s/.



