D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Analysis 11 FS 2018
Prof. Manfred Einsiedler

Ubungsblatt 14

1. Seien o, 8,7 € Rund f: R* — R? das Vektorfeld definiert durch

Fiir welche Werte von «, 3,y ist f rotationsfrei? Bestimmen Sie fiir diese Werte ein
Potential von f.

2. Die obere Hemisphire S = {(z,y,2) € S? | z > 0} von S? sei orientiert durch
das Normalenfeld n: S — R mit positiver z-Komponente und f: R?* — R? sei das
Vektorfeld gegeben durch

flay,2) = (wy, 2%, 1)".
Berechnen Sie den Fluss [, rot(f) - dn von rot(f) durch S auf zwei Arten:
a) direkt anhand der Definition von Flussintegralen;

b) unter Verwendung des Satzes von Stokes.

3. Seien f: R3\ ({(0,0)} x R) — R3 das Vektorfeld definiert durch

2(zz+vy) 2(yz — )
x2+y2 ’ I2+y2 )

flz,y,2) = ( log(z* + yZ))t

und 1,72, 73: [0, 27] — R? die Wege

71(t) = (cos(t), sin(t),0)",
Y2 (t) = (2 cos(t), 2sin(t), 2)"
v3(t) = (3cos(t) + 6, 3sin(t), 3)".

a) Berechnen Sie die Rotation rot(f) von f und das Wegintegral f% f -dsvon f
entlang ;. Ist f konservativ?

b) Erkliren Sie, wie aus dem Satz von Stokes folgt, dass f% f-ds = fw f - ds.

¢) Folgt aus dem Satz von Stokes auch, dass fm f-ds= fw f-ds?

Bitte wenden!



4. Die Fliche S = {(z,y,2) € R* | z = 2* + y*, x + z < 2} C R? sei orientiert durch
das Normalenfeld n: S — R3 mit negativer z-Komponente und f: R® — R3 sei das
Vektorfeld gegeben durch

fx,y,2) = 2wy, —y* + sin(2®), 1)".
Berechnen Sie den Fluss |, ¢ -dnvon f durch S.

5. Sein € Nund U C R" ein Gebiet. Zwei stetige Schlaufen g, v; : [0, 1] — U heissen
schlaufenhomotop (in U), falls eine stetige Abbildung H : [0,1]> — U existiert mit
H(0,-) = 70, H(1,+) = ~; und so dass H (s, -) fiir jedes s € [0, 1] eine Schlaufe ist.
Weiter heisst eine stetige Schlaufe v in U nullhomotop, falls sie zu einer konstanten
Schlaufe in U schlaufenhomotop ist; und U heisst einfach zusammenhdngend, falls
jede stetige Schlaufe in U nullhomotop ist. Mit diesen Begriffen gilt folgender Satz.

Satz (Homotopieinvarianz von Wegintegralen). Das stetig differenzierbare
Vektorfeld f: U — R™ erfiille die Integrabilitdtsbedingungen 0; f, = Ok f;
(1 < 7,k < n)und 7, seien zwei schlaufenhomotope, stiickweise stetig
differenzierbare Schlaufen in U. Dann gilt

/yof-ds:/mf-ds.

a) Verwenden Sie obigen Satz um zu zeigen, dass ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld auf einem einfach zusammenhéingenden Gebiet genau dann konservativ
ist, wenn es die Integrabilitidtsbedingungen erfiillt.

b) Ist der Kreisring K = B¥*(0) \ B¥*(0) C R? einfach zusammenhiingend?

¢) Zeigen Sie, dass der ,aufgeschnittene Kreisring” U = K \ ((—o0,0] x {0})
einfach zusammenhingend ist.

6. Sei U C R?offenund g: U — R eine harmonische Funktion, also eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion mit Ag = 0. Zeigen Sie, dass g die Mittelwerteigenschaft

besitzt, also dass fiir jeden Punkt p € U und Radius r > 0 mit B,.(p) C U gilt, dass

1

9(p) = 5— gds.
271'7' 9B, (p)

Hinweis: Nach einer Translation konnen Sie 0.B.d.A. p = 0 annehmen. Konstruieren Sie dann unter

Verwendung von g und der Funktion v: R?\ {0} 3 x ~— log||x||2 ein divergenzfreies Vektorfeld f auf
U \ {0}, fiir welches faBT(O) frdn=1 fBBT(O) gds gilt.

Challenge. Sei U C R? offen und g: U — R eine stetige Funktion mit der Mittelwertei-
genschaft. Zeigen Sie, dass g glatt ist.

Siehe nichstes Blatt!



7. Multiple-Choice-Fragen (Mehrere Antworten konnen richtig sein!)

1. Welche der folgenden Vektorfelder auf R? \ {0} sind sowohl divergenz- als auch
rotationsfrei?

(a) fl(fl:,y,z) = (O7O7y)t
)  folz,y,2) = r%(x,y, z)t, wobei r = /a? + y? + 22
(C) f3($7y7z) = (ZL’7y, Z)t

(d)  filz,y,2) = r*(x,y,2), wobei r = /a2 + y2 + 22

2.Sei S = {(v,y,2) € $? | = > —1/2} C R? orientiert durch das Normalenfeld
n: S — R? mit positiver z-Komponente, f: R3 — R3 das Vektorfeld definiert durch
f(z,y,2) = (—y,2,0)" und v = rot(f). Der Fluss [, v - dn von v durch S kann
berechnet werden mit. . .

(a) ...der Definition von Flussintegralen.

(b) ...dem Satz von Stokes.

(c) ...dem Satz von Gaub.

3.Sei U C R? offen mit 0 € U, f: U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld

und
I, = / f-dn
9B,(0)

der Fluss von f durch den Rand des r-Balles B,.(0). Welche der folgenden Asympto-
tiken gelten im Allgemeinen fiir » \, 0?

(@) I, = div(f)(0) + o(1)
(b) I, =o(r)
(©) I, =r*mdiv(f)(0) + o(r?)

@ I, =00

Bitte wenden!



4. Seien U C R3 offen, f: U — R? ein differenzierbares Vektorfeld und ¢: U — R
eine differenzierbare Funktion. Welcher der folgenden Ausdriicke stimmt im Allge-
meinen mit rot(p f) iiberein?

(a) @rot(f)
(b) (Vo) x f+ @rot(f)
© (Vo) xrot(f)+rot(Ve) x f

@ (Ap)f + ¢rot(f)

5. Sei U C R" ein sternformiges (oder allgemeiner, einfach zusammenhéngendes)
Gebiet und f: U — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Welche der folgenden
Eigenschaften sind dann im Allgemeinen dquivalent zur Konservativitidt von f?

(a) f besitzt ein Potential.
(b) f erfiillt die Integrabilititsbedingungen.
(c) f istdivergenzfrei.

(d) Falls n = 2 oder n = 3: f ist rotationsfrei.

e Elektronische Erkldrung der Bereitschaft eine oder mehrere Aufgaben vorzuldsen: bis
Freitag, 25. Mai 2018, 10:00, unter http://tiny.cc/vorxn2/.

e Abgabe der schriftlichen Losungen zu denjenigen Aufgaben, fiir welche Sie ausge-
wihlt wurden: bis Freitag, 25. Mai 2018, 14:00, im Fach Ihres Ubungsleiters im HG
F 27 oder per E-Mail an Thren Ubungsleiter.

e Online-Abgabe der Multiple-Choice-Fragen: bis Montag, 28. Mai 2018, 13:00, unter
https://echo.ethz.ch/s/.



