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Mehrere Antworten kénnen richtig sein.

1. Betrachten Sie die Menge My = {(z,y,2) € R3 | y>+2? = 23} aus Aufgabe 1
fiir den Parameter a = 0. Ist My eine Teilmannigfaltigkeit von R3?

(a) Ja.
(b) Nein.

Nach dem Satz iiber den konstanten Rang (Satz 11.16) ist My \ {(0,0,0)} eine
2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R3. Wire My also eine Teilmannigfal-
tigkeit, so miisste sie 2-dimensional sein. Nach Proposition 11.12 miisste My in
einer Umgebung von 0 dann der Graph einer glatten Funktion von zwei der drei
Variablen x, y, z sein. Aufgrund der Rotationssymmetrie von My um die x-Achse
ist dafiir die einzige Moglichkeit, dass x eine Funktion von y und z ist (sonst
erhiilt man keinen Graphen). Aus der Definition von M, erhalten wir sofort
auch die Gestalt dieser Funktion, nidmlich ist notwendigerweise x = {/y2 + 22.
Diese Funktion ist aber im Punkt (0,0) nicht differenzierbar, ein Widerspruch.

2. Es sei M die 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
M = {(z,y) € R?* | 2* + zy + 2y* = 4}

von R2. Der Tangentialraum von M im Punkt p = (1,1) € M ist gegeben durch
T,M = {p} x Ro fiir den Vektor. ..

Gemiss Satz 11.21 ist der Tangentialraum T, M genau {p} x ker D,,F" fiir die
Abbildung F(z,y) = 2* + zy + 2y*> — 4. Wegen D,F = (5 5) ist dieser Kern
gegeben durch R( 1)).



3. Welche der folgenden Aussagen iiber Teilmannigfaltigkeiten gelten im Allge-
meinen?

(a)

Jede Teilmenge einer Teilmannigfaltigkeit des R™ ist selbst eine Teilman-
nigfaltigkeit des R™.

Da R™ selbst eine Teilmannigfaltigkeit von R™ ist, wiirde dies bedeuten, dass jede

Teilmenge von R™ eine Teilmannigfaltigkeit ist.

Sei M eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ und N C M offen
in M. Dann ist N selbst eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™.

Sei p € N und ¢p: Up — ¢(Up) ein Diffeomorphismus wie in der Definition der k-
dimensionalen Teilmannigfaltigkeit M. Da N offen ist in M kénnen wir U, durch eine
kleinere offene Umgebung Up von p in R™ ersetzen, so dass Up NM = Up N N gilt.
Dann erfiillt die Einschrankung ¢, : Up — cp(Up) die Definition einer k-dimensionalen
Teilmannigfaltigkeit fiir N im Punkt p.

Das kartesische Produkt einer k-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des
R™ und einer [-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des R™ ist eine (k 4 1)-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R™+".

Seien M C R™ und N C R"™ die gegebenen Teilmannigfaltigkeiten der Dimensionen
k respektive I. Seien p € M,q € N und ¢p: Up — ¢(Up) sowie 9g: Vg — (Vy)
Diffeomorphismen wie in der Definition dieser Teilmannigfaltigkeiten. Sei des Weiteren
P: Rm*+? 5 R™+" die Koordinatenpermutation, die die Koordinaten Thilye- 1 Tm
»ans Ende schiebt“. Dann erfiillt die Abbildung P o (¢p,1q) definiert auf U, x Vg die
Definition einer (k + !)-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit fiir M x N im Punkt (p, q).

Der Durchschnitt zweier Teilmannigfaltigkeiten des R™ ist selbst eine Teil-
mannigfaltigkeit des R™.

Gegenbeispiel: Sei ¢: R — R gegeben durch ¢(z) = exp(—1/z) fiir z > 0 und p(z) =0
fiir z < 0. Dann ist ¢ eine glatte Funktion (vgl. Beispiel 7.23). Wir definieren M =
Graph(y) und N sei die z-Achse in R2. Dann sind sowohl M als auch N 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeiten des R? (fiir M folgt dies aus Proposition 11.12). Es gilt aber
M NN = (—o00,0] x {0}, was in keiner Umgebung des Ursprungs als Graph einer
Funktion dargestellt werden kann. Nach Proposition 11.12 ist M N IV also keine Teil-

mannigfaltigkeit von R2.

Die Vereinigung zweier Teilmannigfaltigkeiten des R™ ist selbst eine Teil-
mannigfaltigkeit des R™.

Gegenbeispiel: M die z-Achse und N die y-Achse in R?. Dann ist M U N wiederum
in keiner Umgebung des Ursprungs der Graph einer Funktion, also geméss Propositi-
on 11.12 keine Teilmannigfaltigkeit von R2.



4. Sei v: [0,1] — R™ ein regulirer glatter Weg (vgl. Abschnitt 8.3.2 im Skript),
der zusiitzlich v(0) = (1) und v*)(0) = v*)(1) fiir alle & € N erfiillt. Anders
ausgedriickt ist v also eine regulire glatte Schlaufe, bei der sich Anfang und
Ende auf glatte Weise zusammenfiigen. Welche der folgenden Aussagen gelten
im Allgemeinen?

(a)

Fiir jedes t € (0,1) existiert ein offenes Teilintervall J C (0,1) mit ¢t € J,
so dass y(J) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R™ ist.

Regularitét bedeutet, dass die Ableitung 4 nirgends verschwindet. Die Einschrinkung

7l(0,1) ist also eine Immersion und Aufgabe 5a) ist direkt anwendbar.

Es existiert eine Teilmenge J C [0, 1] der Form J = [0, a)U(b, 1] fiir gewisse
a,b € (0,1), so dass 7y(J) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R™
ist.

Aufgrund der Voraussetzungen kann -« zu einem 1-periodischen, regulédren glatten Weg
~v: R — R™ fortgesetzt werden. Dann gilt v(J) = v((—b, a)). Somit kann wieder Aufga-

be 5a) angewendet werden.
Das Bild ~([0,1]) ist eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R™.

Gegenbeispiel: n = 2, v(t) = (cos(2nt),sin(4nt)). Dann ist das Bild ([0, 1]) eine lie-
gende Acht, also aufgrund der auftretenden Selbstiiberschneidung keine Teilmannigfal-
tigkeit des R2. (Verwende Proposition 11.12, &hnlich wie in Aufgabe 2, um dies rigoros

zu machen.)

Ist v zusétzlich einfach (vgl. Abschnitt 8.3.2), so ist das Bild ([0, 1]) eine
1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R™.

Wieder setzen wir 7 fort zu einem 1-periodischen, reguldren glatten Weg definiert auf
ganz R. Sei p = y(t) fiir ein t € R. Einfachheit von v bedeutet, dass |[o,1) injektiv ist.
Aufgrund dessen gibt es fiir jedes £ € (0,1/2) eine kompakte Teilmenge K C R mit
Y(E) = ~v([0,1]) \ v((t — &,t +¢)). (Eine mogliche Wahl ist z.B. K = By /5(t) \ Be(t).)
Da v(K) kompakt (Satz 9.72) und damit insbesondere abgeschlossen ist (Lemma 9.60),
ist die Menge U = R" \ 7(K) also eine offene Umgebung von p. Wiederum aufgrund

von Aufgabe 5a) wissen wir, dass v((¢t — €,t + ¢)) fiir geniigend kleines € > 0 eine
1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R"™ ist. Sei ¢p: Up — ¢(Up) ein Diffeomor-
phismus wie in der Definition dieser Teilmannigfaltigkeit und setze Up = U, NU. Dann
gilt nach Konstruktion Up N ~([0,1]) = U, N y((t — &,t + €)). Somit erfiillt die Ein-
schrinkung ¢, : Up — ¢(Up) die Definition einer 1-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit
fiir v([0,1]) im Punkt p.



