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Mehrere Antworten kénnen richtig sein.

1. In der folgenden Rechnung wird die Substitution y = 22 mit dz = ﬁdy
durchgefiihrt:

1

/1 “d /11fd Ly = 2(1-1)=0
xr Tr = —_ = — = — —_ = U.
1 Vv =gy 3

- 1
Ist dies eine sinnvolle und korrekte Substitution?
(a) Ja.
(b) Nein.

Das Problem liegt schon in der Darstellung von dzx: Es gilt dy = 2zdz, also dz =
idy. Auf dem Integrationsintervall [—1, 1] kénnen wir « jedoch nicht eindeutig
durch y ausdriicken; es gilt nicht x = ,/y, sondern wir wissen nur z = 4,/y.
Daher ist die Behauptung dx = ﬁdy falsch. Teilt man den Integrationsbereich

jedoch in [—1,0] und [0,1] auf und beachtet man die Vorzeichen, so ldsst sich
die Substitution durchfithren und liefert das korrekte Ergebnis.



2. Sei f: R® — R3 das Vektorfeld f(x,y,z) = (—zy,22,2%) und ~v: [0,1] — R3
der Weg ~(t) = (cosh(t), sinh(t),1). Was ist der Wert des Wegintegrals

/f-ds?
¥

Nach Definition des Wegintegrals gilt
1 1
/ £.ds = / E((8)), 5(8)) dt = / (— cosh(t) sinh?(¢) + cosh®(#)) dt,
vy 0 0
was sich unter Verwendung von cosh?(t) — sinh?(t) = 1 vereinfacht zu

/1 cosh(t) dt = sinh(1).
0



v

3. Welche der folgenden Aussagen iiber die Gammafunktion I': (0,00) — R
treffen zu?

(a)

Die Gammafunktion ist stetig.

Wihle 0 < a < b. Dann gibt es fiir z € (0,00) und s,t € [a, b] nach dem Mittelwertsatz
ein ¢ € (a,b) mit =1 — 2571 = log(2)xé~1(t — s), sodass

|2t~ — 2571 < Jlog(a)| (@~ + 2"t - s,

wobei der Term 22~1 4+ x2~1 eine durch die Fallunterscheidung = < 1/x > 1 erhaltene
obere Schranke fiir 2~ ist. Es folgt

oo o0
IT() —T(s)| < / |zt~ —z5 e ™ da < |t — s\/ [log(z)|(z®~ ! + b~ 1)e ™ da.
0 0

Das uneigentliche Integral auf der rechten Seite konvergiert (Beweis &hnlich wie der
Beweis der Konvergenz des Integrals in der Definition der Gammafunktion) und héingt
nicht von s, ¢ ab. Daher ist I" auf [a, b] Lipschitz-stetig, und da a, b beliebig sind, folgt
die Stetigkeit von I' auf ganz (0, 00).

Die Gammafunktion nimmt auf (0, co) strikt positive Werte an.

Der Integrand ist stetig und strikt positiv. Nun verwende Aufgabe 4 von Serie 7 der

Analysis 1.
Es gilt limg\ o I'(s) = oo.
Dies folgt aus
1
I'(s) > efl/ 2 lde = (es)™ L.
0
Es gibt ein ¢ > 0 mit I'(s) = O(e®®) fiir s — 0.

Dies wiirde bedeuten, dass I'(s) fiir s — oo hdchstens exponentiell wichst. Dies ist je-
doch nicht der Fall, daT'(n+1) = n! fiir n € Ny (siehe Aufgabe 4) und die Fakultétsfunk-
tion schneller als exponentiell wichst (was formal bedeutet, dass limy,— o0 nle ™" = oo
fiir jedes ¢ > 0).



4. Welche der folgenden Funktionen sind analytisch?
v o(a) f:(-L,1)=> Rz~ ﬁ
Vgl. Aufgabe 5.

vV (D) ga:R—C, z— exp(ax) fir ein a € C

Ist g € R, so gilt fir z € R
> exp(axg)a™
ga(x) = exp(axo) exp(a(z — x0)) = Z T(:c —xo)™.

n=0

Nun beachte MC-Aufgabe 5(c) von Serie 1.
v (¢) cos:R—R
Verwende (b) mit o = +i und Aufgabe 5.

v (d) tanh:R—R

sinh(x)

Bemerke tanh(z) = cosh(z)

und verwende dann (b) mit a = +1 und Aufgabe 5.



5. Seien a,b € R mit 0 < a < b und f: [a,b] — Rsq stetig. Ahnlich wie in
Aufgabe 2 betrachten wir nun den Rotationskorper

K:{(x,w)eRg]agx/mgb,oszgf(\/m)}

erhalten durch Rotation der Flidche unter dem Graphen von f um die z-Achse.

Welche der folgenden Formeln ist eine sinnvolle Definition fiir das Volumen
Vol(K)?

(a) Wf: f(z)?dx
(b) 2w f; zf(x)dx
(c) 2m f; v f(z)?dw

(d) 7rfab 22 f(x)dw

Heuristik: Fiir r € [a, b] ist der Fliacheninhalt des Zylindermantels

{(z,9,2) €R® |2+ 42 =12, 0< 2 < f(r)}

der Umfang des Kreises mit Radius 7 in der z-y-Ebene mal der Hoéhe, also
27r f(r). Integration dieses Ausdrucks von a bis b ergibt dann das gesuchte Vo-
lumen. Rigoros gemacht wird dies durch Verwendung von Zylinderkoordinaten.

Auch eine Herleitung anhand von Intervallfunktionen ist moglich. Bezeichnen
wir fiir « < f in [a,b] mit Z(«, 8) das Volumen des obigen Rotationskorpers fiir
die eingeschrinkte Funktion f|j, g, so gilt aufgrund der Volumensformel fiir
Zylinder

7(82 - a?) min_f(z) < (o, B) < w(8* — a?) max f(a).
z€la,f] z€[a,p]

Zwar ist Proposition 4.30 hier nicht anwendbar, aber das folgende alternative
Argument funktioniert: Die obigen Ungleichungen implizieren fiir 2y € [a, b] und
h>0

. ((EO + h)2 — x% .
220 + h min r)=m—--""-- min T
77( 0 ) z€[zo,x0+h] f( ) T h z€[zo,x0+h] f( )

< Z(xo, w0 +h) _ Z(a,xo + h) —I(a,zo)

- h h
und analog

I(a, o + h) - I(a’ ‘TO) < 7-(-(23;0 + h) max f(x)a
h T€[x0,x0+h]

sodass fiir h N\, 0 wegen der Stetigkeit von f folgt, dass [a,b] > = — Z(a,x)
rechtsseitig differenzierbar mit rechtsseitiger Ableitung 27z f(z) ist. Dasselbe
Argument funktioniert aber auch fiir A < 0 und h 7 0, also ist z — Z(a,x)
differenzierbar mit Ableitung 27z f(x). Der Fundamentalsatz der Differential-
und Integralrechnung ergibt nun Z(a, b) = 27 f; xf(x)da.



