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Mehrere Antworten kénnen richtig sein.

1. Welche der folgenden Vektorfelder auf R3 \ {0} sind sowohl divergenz- als
auch rotationsfrei?

(a) fi(z,y,2)=(0,0,y)°
Die Rotation verschwindet nicht.
(b)  fo(z,y,2) = S (z,y,2)", wobei r = /a2 + y2 + 22
() fa(z,y,2) = (z,9,2)
Die Divergenz verschwindet nicht.
(d)  fa(z,y,2) = 72(x,y, 2)t, wobei r = /22 + y2 + 22
Die Divergenz verschwindet nicht.

Unter Verwendung der Formeln in Proposition 13.40 und Theorem 13.50 kénnen
alle Behauptungen direkt nachgerechnet werden.
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2. Sei S = {(z,9,2) € S* | z > —1/2} C R? orientiert durch das Normalenfeld
n: S — R3? mit positiver z-Komponente, f: R?® — R3 das Vektorfeld definiert
durch f(z,y,z) = (—y,z,0)" und v = rot(f). Der Fluss [y v -dn von v durch S
kann berechnet werden mit. . .

(a)

(b)

()

...der Definition von Flussintegralen.

Es gilt v(z,y,2) = (0,0,2)!. Wegen arcsin(—1/2) = —m/6 wird die Flidche S (bis auf
eine Nullmenge) parametrisiert durch

cos(¢p) cos(¥)
sin(¥9)

D: (—m,m) X (—=7/6,7/2) 3 (p,9) — (sin(gp) cos (V)

Aus Serie 13 kennen wir schon das vektorielle Flichenelement
cos(¢p) cos?(¥)
dn = | sin(ep) cos?(¥) | dv dep.
sin(¥) cos(¥)

Also ist der gesuchte Fluss
T pm/2 0 cos(p) cos? (V)
/v-dn:/ / < 01, | sin(y)cos?(¥9) >d19dgo
s —mJ—m/6 2 sin (1) cos(9)
/2
= 27r/ sin(29) d¥ = m(cos(n/3) — cos(m)) = 3m/2.
—m/6
...dem Satz von Stokes.

Die orientierte Fliche S wird berandet von dem Weg ~v: [0,27] — R3 gegeben durch
~(t) = (v/3/2cos(t),v/3/2sin(t), —1/2)t. Nach dem Satz von Stokes (Theorem 13.50)
ist also

o —/3/2sin(t) —/3/25sin(t)
/v-dn:/f-ds:/ < \/§/2cos(t) s \/g/Zcos(t) >dt=37‘r/2.
S v 0 0 0

=3/4

...dem Satz von Gauf3.

Es gilt div(v) = 0. Der Divergenzsatz (Theorem 13.41) erlaubt also statt dem Fluss
durch S den Fluss durch die Fliche D = {(z,y,2) € R3 | 22 + y2 < 3/4, 2 = —1/2}
(bzgl. des nach oben zeigenden Normalenfelds auf D) zu berechnen. Hierbei ist der
Integrand genau (v,n) = 2. Somit erhalten wir auch mit dieser Methode

U-dn:/v~dn:2volB =,5(0)) = 37/2.
/. A (Bys al0) = 37/



3. Sei U C R3 offen mit 0 € U, f: U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld

und
I, = / f-dn
9B (0)

der Fluss von f durch den Rand des r-Balles B,.(0). Welche der folgenden Asym-
ptotiken gelten im Allgemeinen fiir r \, 07

(a) 1 =div(f)(0) + o(1)
(b) I =o(r)
(c) I, =r2ndiv(f)(0) + o(r?)

(d) I, =0

Nach dem Divergenzsatz (Theorem 13.41) gilt fiir jedes » > 0 mit B,(0) C U
die Gleichung I, = fBT(O) div(f) dvol. Die Stetigkeit von div(f) impliziert dann

wegen 4737 /3 = vol(B,.(0)) sofort

. I,
hm —
N0 4’1"37T/3

= div(£)(0).

Somit sind Antworten (b) und (d) korrekt und wir sehen, dass (a) und (c) nicht
erfiillt sein kénnen wenn div(f)(0) # 0.

4. Seien U C R? offen, f: U — R? ein differenzierbares Vektorfeld und ¢: U —
R eine differenzierbare Funktion. Welcher der folgenden Ausdriicke stimmt im
Allgemeinen mit rot(¢f) iiberein?

(a) rot(f)

(b) (V) x [+ prot(f)

() (V) xrot(f) +rot(Ve) x f
(d) (Ap)f+prot(f)

Wir verwenden die Darstellung der Rotation in Theorem 13.50 (fiir ein lediglich
differenzierbares Vektorfeld wird diese als Definition der Rotation verwendet)
und erhalten aufgrund der Produktregel

D2(pf3) — 03(¢f2) Oopf3 — O3 fa ©0s f3 — 003 fo
rot(ef) = | Os(efi) —Oi(efs) | = | Ospfr — Orpfs | + | w03 f1 — 01 f3
O1(pf2) — Oa(pf1) Orpfa — o fr @01 fa — @02 f1

= (Vo) x f +prot(f).
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5. Sei U C R" ein sternférmiges (oder allgemeiner, einfach zusammenhéngen-
des) Gebiet und f: U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Welche der
folgenden Eigenschaften sind dann im Allgemeinen dquivalent zur Konservati-
vitédt von f7

(a) f besitzt ein Potential.
Satz 10.49.

(b) f erfiillt die Integrabilitdtsbedingungen.

Der Fall sternférmiger Gebiete ist die Aussage von Satz 10.52. Fiir einfach zusam-
menhiingende Gebiete verwende Satz 10.49 und Ubung 5(a).

(c) f ist divergenzfrei.

Gegenbeispiel: n = 2, U = R?, f(z,y) = (—y,x)t. Dann ist f divergenzfrei, erfiillt aber
nicht die Integrabilitdtsbedingungen.

(d) Falls n =2 oder n = 3: f ist rotationsfrei.

Aufgrund der Darstellungen der Rotation in den Theoremen 13.18 und 13.50 bedeutet

Rotationsfreiheit genau, dass die Integrabilitdatsbedingungen erfiillt sind.



