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Mehrere Antworten kénnen richtig sein.

1. Es sei f: R? — R die Funktion f(z,y) = cos(z)sin(y). Welche der folgenden
Polynome sind Taylor-Polynome von f in (0,0)?

(a) 0

(b) =

(c) y

(d) z+y
(e) =y

Wir gehen vor wie in Beispiel 10.27: Aus den bekannten Reihendarstellungen

cos(z) =Y. 7 4 ((;11))7 z*" und sin(y) = > 07, é;i):)!y%‘*l folgt

fz,y) = cos(z)sin(y) = (1+0(z*)) (y + O@%*)) =y + O(ll(z, v)|I*)

fiir (z,y) — (0,0). Die ersten Taylor-Polynome von f in x = (0,0) sind also
P,{’O(x, y) = 0 und P,{’l(x, y) = y. Damit sind (a) und (c) korrekt. Da fiir n > 2
die Asymptotik P{,(z,y) = y+O(||(z,y)|?) fiir (z,y) — (0,0) gilt, kénnen die
iibrigen Antworten keine Taylor-Polynome von f in x = (0,0) sein.

Alternativ kénnen auch geniigend viele partielle Ableitungen von f in (0, 0)
berechnet werden.



2. Es sei
1 2
A= (2 _1) S Matgg(R).

Welche der folgenden Aussagen treffen zu?
(a) A ist positiv definit.

(b) A ist negativ definit.

(¢c) A ist indefinit.

(d) A? ist positiv definit.

(e) A? ist negativ definit.

(f)  A? ist indefinit.

Wegen det(A) = —5 ist A nichtdegeneriert. Da A nach Satz 10.33 weder positiv
noch negativ definit ist, muss A nach der dritten Aussage dieses Satzes also
indefinit sein. Nach demselben Satz ist A? = (§2) positiv definit.

3. Es bezeichne M: Mat,, ,(R)?> — Mat, ,(R) die Matrixmultiplikationsab-
bildung (A, B) — AB. Was ist die Ableitung von M im Punkt (A, B) €
Mat,, ,(R)? in Richtung (C, D) € Mat,, ,,(R)??

(a) AB+CD
(b) BA+ DC
(c) AD—CB
(d) AD+CB
(e) AC—DB
(f) CA+ BD

Die gesuchte Ableitung ist per Definition die Ableitung der Funktion
s+ (A4 sC)(B+sD) = AB + s(AD + CB) + s°CD

in s =0, also AD + CB.



4. Die Funktion f: R® — R sei definiert durch f(z,y,z) = 232 — yz°. Welche
der folgenden Aussagen treffen zu?

(a) f hat ein globales Extremum.

t — f(t,0,1) = 3 ist weder nach oben noch nach unten beschrinkt. Also ist dies auch
fiir f nicht der Fall.

(b) f hat ein lokales Extremum im Ursprung.

t — f(t,0,t2) = t° hat in ¢t = 0 kein lokales Extremum. Also hat f in (0,0,0) kein
lokales Extremum.

(c) Die Einschriinkung von f auf By(0) = {(z,y,2) € R® | 22 + % + 22 < 1}
hat ein globales Extremum.

B (0) ist abgeschlossen und beschrinkt, also nach dem Satz von Heine-Borel (Satz 9.70)
kompakt. Damit nimmt die stetige Funktion f auf dieser Menge sowohl ihr globales

Maximum als auch ihr globales Minimum an (Satz 9.66(5)).

5. Die Hesse-Matrix H(zp) der Funktion f: R™ — R sei in einem kritischen
Punkt x¢ von f positiv semidefinit, d.h. es gelte (v, H(xzq)v) > 0 fiir alle v € R™.
Welche der folgenden Aussagen gelten dann notwendigerweise?

(a) x ist ein striktes lokales Minimum von f.

(b) xp ist ein (moglicherweise nicht striktes) lokales Minimum von f.
(¢) xp ist kein lokales Maximum von f.

(d) Keine der obigen Aussagen.

Beispiel: f(x,y) = —a* — y*. Dann ist 29 = (0,0) ein kritischer Punkt von f,
in dem die Hessematrix die Nullmatrix, und damit sicherlich positiv semidefinit
ist. Jedoch ist xg sogar ein striktes globales Maximum von f.

6. Welche der folgenden Sétze gelten auch im R™?

(a) Der Zwischenwertsatz: Ist C' C R™ zusammenhéngend und f: C' — R eine
stetige Funktion mit f(z) < 0 und f(y) > 0 fiir zwei Punkte z,y € C, so
existiert ein z € C'mit f(z) = 0.

Das Bild f(C) ist nach Proposition 9.43 zusammenhingend, also nach Proposition 9.30
ein Intervall. Es folgt 0 € [f(z), f(y)] C f(C).

(b) Der Mittelwertsatz: Sind a,b € R mit a < b und ist f: [a,b] — R™ diffe-
renzierbar, so gibt es ein £ € (a,b) mit f(b) — f(a) = f'(£)(b— a).

Gegenbeispiel: n = 2, a = 0, b = 27, f(t) = (cos(t),sin(¢)). Dann ist f(b) — f(a) =
(0,0), aber [|f'(t)|l2 = ||(—sin(t),cos(t))||2 = 1 fiir alle t € [a, b], sodass die Gleichung
f(b) — f(a) = f'(€)(b — a) fiir kein & € [a, b] erfiillt sein kann.
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7. Sei U C R™ eine nichtleere, offene Teilmenge. Welche der folgenden Aussagen
gelten im Allgemeinen?

(a)

Ist U konvex, so ist U sternformig.

Jeder Punkt z € U kann als Zentrum gew&hlt werden.

Ist U konvex, so ist U wegzusammenhéngend.

Ist U sternférmig, so ist U wegzusammenhéngend.

Ist z € U ein Zentrum von U, so gibt es fiir jeden Punkt € U einen Weg von z nach
z. Nun verwende Verkettungen und Umkehrungen solcher Wege (vgl. den Beweis von
Proposition 9.49 und Ubung 9.50) um (c) zu erhalten. Wegen (a) ergibt dies auch (b).

Ist U sternformig, so ist U konvex.

Gegenbeispiel: Das Kreuz U = (R x (—1,1)) U ((—1,1) x R) hat z = (0,0) als Zentrum,
ist also sternférmig. Ist a aber gross genug, so verlduft der gerade Weg von (0, a) nach
(a,0) nicht in U. Also ist U nicht konvex.

Ist U wegzusammenhéngend, so ist U sternférmig.

Gegenbeispiel: Der Kreisring U = B2(0)\ B1(0) C R? ist U wegzusammenhiingend (ver-
wende z.B. Wege, die zuerst radial und dann im Kreis laufen), aber nicht sternférmig,
da fiir beliebiges z € U der gerade Weg von z nach —z nicht in U verlauft.



