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Mehrere Antworten kénnen richtig sein.

1. Was ist der Wert des uneigentlichen Integrals

/ e TEy—y’ dvol(z,y)?
R2

Das Integral ist das Integral aus Aufgabe 4 fiir die Matrix A = (711/2 711/2).

Demnach ist

/ oo Hay—y’ dvol(z,y) = .
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2. Sei U C R? offen, B = [a,b] x [c,d] C U ein Rechteck und f: U — R? ein
stetiges Vektorfeld auf U. Sei des Weiteren n: 0B — R? ein Aussennormalenfeld
auf B und
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Welcher der folgenden Ausdriicke stimmt dann mit dem Fluss [ op f dnvon f
durch OB iiberein?

(a) Iu+lr+lo+ll
(b) I,+I.—-1,—1
(¢) I,—I,+1,—1

Fiir z € (a,b) und y € (c,d) gilt n(z,c) = (%), n(b,y) = ({), n(z,d) = (}) und
n(a,y) = (,'). Somit stimmt Antwort (a) mit der Definition in Abschnitt 13.1.1
iiberein.

Der Grund dafiir, dass trotz des Durchlaufens des linken und oberen Randstiicks
in ,falscher* Richtung keine Minusvorzeichen auftreten, liegt darin, dass nach
dem Bilden des Skalarprodukts mit dem Aussennormalenfeld n nur noch ein
skalares Wegintegral vorliegt, bei dem die Parametrisierung des Weges (auch
deren Orientierung) keine Rolle mehr spielt.

Anders wire es, wenn man statt eines von vornherein bekannten Aussen-
normalenfeldes n den Vektor R™'4(t) fiir die Matrix R = (9 ') und eine
Parametrisierung v eines Randstiicks verwenden wiirde. Dann miisste man dar-
auf achten, dass 7 positive Umlaufrichtung hat (oder das Integral iiber dieses
Randstiick mit einem Minus versehen).

3. Sei U C R"™ offen, f: U — R™ ein differenzierbares Vektorfeld und ¢: U —
R eine differenzierbare Funktion. Welcher der folgenden Ausdriicke stimmt im
Allgemeinen mit div(¢f) iiberein?

(a) @div(f)

(b)  (div(Ve), f) + @ div(f)
(c) div(f)Ve

(d) (Ve f) +ediv(f)

Aufgrund der Definition der Divergenz (vgl. die Bemerkung zu Aufgabe 3) und
der Produktregel gilt

n

div(ef) =D Ok(pfr) = Y ((Okp) fr + 9Ok fr) = (Vop, ) + div(f).
k=1

k=1



4. Sei B C R™ und f: B — R eine fast iiberall stetige Funktion. Reicht es
fiir den Nachweis der uneigentlichen Riemann-Integrierbarkeit von f iiber B
zu zeigen, dass fiir eine einzige Ausschoépfung (Bf,), von B der Grenzwert
lim,, o0 || B | f| dvol existiert?

(a) Ja, dies reicht immer.

(b) Nein, man muss annehmen, dass der Grenzwert lim,, s || 5. |fldvol fiir
jede Ausschopfung (B,,)m von B existiert und denselben Wert hat.

(¢) Nein, man muss zusétzlich annehmen, dass eine Ausschopfung (B, )., von
B existiert, so dass f|p, fiir jedes m € N Riemann-integrierbar ist.

m

(d) Nein, Betrachtung von |f| sagt nie etwas iiber f aus.

Als Erstes bemerken wir, dass sowohl f als auch |f| iiber jede Jordan-messbare
Teilmenge B’ von B Riemann-integrierbar sind, auf der f beschrinkt ist. In
der Tat, fiir eine solche Menge B’ sind die Unstetigkeitsstellen von sowohl f|p:
als auch |f||p enthalten in der Menge der Unstetigkeitsstellen von f vereinigt
mit dem Rand von B’. Ersteres ist nach Annahme eine Nullmenge und letzteres
aufgrund von Korollar 12.27. Die Behauptung folgt daher aus dem Lebesgue-
Kriterium (Satz 12.23). Da die Existenz des Grenzwertes lim,, oo [p. |f|dvol
die Riemann-Integrierbarkeit (also insbesondere Beschrinktheit) der | fm By, VOI-
aussetzt, existiert also in jedem Fall eine Ausschépfung (B, )., von B (ndmlich
(B,)m), so dass alle f|p,, Riemann-integrierbar sind. Insbesondere kann Ant-
wort (c) nicht richtig sein.

Des Weiteren impliziert die Existenz von lim,, .« || B | f] dvol nach Satz

12.73, dass |f| iiber B uneigentlich Riemann-integrierbar ist; also dass fiir jede
Ausschopfung (B,,)m von B, fiir welche die |f|p, Riemann-integrierbar sind,
gilt, dass limy, o0 [ 5, |fldvol = J |fldvol. Insbesondere ist auch Antwort (b)
nicht sinnvoll.

Der Rest des Beweises ist fast identisch mit demjenigen der analogen Aussage
fiir eindimensionale uneigentliche Integrale (vgl. Aufgabe 5 der Serie 1):

Sei (Bp,)m eine Ausschopfung von B, so dass alle f|p,, Riemann-integrierbar
sind. Dann ist f auf jeder der Mengen B,,, beschréinkt, sodass nach obigem Argu-
ment auch die Einschrénkungen |f||p,, des Betrags von f Riemann-integrierbar
sind. Also ist wie oben bemerkt die Folge ([, |f|dvol) = konvergent. Unter
Verwendung der Dreiecksungleichung (Proposition 12.8(iii)) erhalten wir dar-
aus, dass ([ fdvol) eine Cauchy-Folge ist und damit auch konvergiert. Ist
(B!,)m eine weitere Ausschopfung mit obigen Eigenschaften, so betrachten wir
die ,,verschréinkte* Folge von Mengen

B B, /2, m gerade,

!
mt1)/2 M ungerade.

Diese Folge (B!])m ist zwar nicht notwendigerweise eine Ausschépfung von B,
es gilt aber dennoch lim,, o [, |f|dvol = [, |f]dvol. Wegen
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fiir jede Jordan-messbare Menge C' C B\ B!/ finden wir ausserdem fiir jedes £ >
0 ein M € N mit fB/, apr |fldvol < e fiir mi,mg > M. Aus der Ungleichung
my mo

fdvol — fdvol
B, B,

S/ |fldvol < &
B
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fir m1, mo > M folgt dann, dass auch ( I} g | dvol)m eine Cauchy-Folge ist, so-
dass die Grenzwerte lim,,,_, o f g Jfdvol und lim,, o f g [ dvol {ibereinstim-
men. Somit ist f iiber B uneigentlich Riemann-integrierbar.



5. Sei B C R™. Wie im Skript am Ende von Abschnitt 12.7.1 angemerkt ist fiir
eine im Sinne uneigentlicher Mehrfachintegrale integrierbare Funktion f: B —
R automatisch auch der Betrag |f|: B — R uneigentlich Riemann-integrierbar.
Ist Folgendes ein korrekter Beweis dieser Aussage?

Aquivalent zu Grenzwerten von Integralen iiber Mengen in Ausschépfun-
gen kénnen in der Definition von uneigentlichen Mehrfachintegralen auch Sum-
men von Integralen tiber Mengen in abzdihlbaren Jordan-messbaren Partitionen
betrachtet werden. Wegen |f| > 0 reicht es fiir die uneigentliche Riemann-
Integrierbarkeit von |f| daher zu zeigen, dass eine solche Partition (Au,)m von
B emistiert mit Y _, fAm | f] dvol < co. Dazu wihlen wir eine Partition (Am)m
mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkungen f|a, keine Vorzeichenwechsel
haben. (Dies ist mdglich, indem man mit einer beliebigen Partition startet und
dann die Schnitte mit den Mengen {x € B | f(x) > 0} und {xr € B | f(x) < 0}
bildet.) Die Integrierbarkeit von f impliziert nun, dass jede Umordnung der
Reihe Y °_, fAm f dvol gegen denselben Wert konvergiert. Nach dem Riemann-
schen Umordnungssatz ist diese Reihe daher sogar absolut konvergent. Da fiir
alle m € N nach Konstruktion aber UAm fdvol| = S, [fIdvol gilt, beweist
dies die Konvergenz von y . °_, fAm |f] dvol, und dies ist genau was wir zeigen
mussten.

(a) Ja.
(b) Nein.

Die Mengen in einer Partition mit den obigen Eigenschaften kénnen im All-
gemeinen nicht als Jordan-messbar gewihlt werden, da die Mengen {z € B |
f(z) > 0} und {z € B | f(z) < 0} nicht Jordan-messbar sein miissen.

Der Rest des Beweises ist jedoch korrekt, und der problematische Schritt
ldsst sich wie folgt retten: Man beginne mit einer beliebigen Partition (A, ) von
B, so dass f|a,, fiir jedes m € N Riemann-integrierbar ist (erhalten z.B. als Dif-
ferenzmengen A,,, = By, \ B;,—1 fiir eine Ausschépfung (B, )., iiber welche f in-
tegrierbar ist). Unter Verwendung des Analogons von MC-Aufgabe 5(c) der Serie
11 fiir Jordan-messbare Mengen kénnen wir A, schreiben als A,,, = A} U A% U
A, wobei At = A, N N>, , Ay = Ay NN, und A2 = A4,,\ (4} UA,,)
alle Jordan-messbar sind und ¢, > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann. Da auf
AV der Betrag | f| hochstens &, ist, kann durch geeignete Wahl der &,, also ga-
rantiert werden, dass Y., [ A0 | f|dvol < 1. Betrachten wir nun die Partition

(A’ ), bestehend aus allen Mengen A}, A% und A, . dann ist nach dem (kor-
rekten) Argument in obigem Beweis die Reihe Z::J / o f dvol{ konvergent.

Da auf den A}, und A, die Funktion f ihr Vorzeichen nicht wechselt, impliziert
dies, dass auch >0~ ([,+ | f|dvol+ [,- | f|dvol) konvergiert. Nach Konstruk-

tion ist aber auch - | [, |f|dvol endlich, sodass die Konvergenz der Reihe
Y1 J a4, |fdvol folgt. Dies iibersetzt sich in eine Ausschopfung (B, )y, von B
(definiert durch By, = |J;—, A4},), fiir welche der Grenzwert lim,,_, 5 |fldvol

existiert. Satz 12.73 impliziert nun die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit
von | f].



