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Losung 1

Hinweise

1. Alternativ zum Ausrechnen der Ableitungen kénnen Sie die bekannte Reihenentwick-
lung des Sinus verwenden.

2. Integrieren Sie in a) partiell. In b) substituieren Sie geeignet.

3. Verwenden Sie in beiden Féllen zur Berechnung des auftretenden Integrals die Sub-
stitution u = log(x), sodass dz = e“du. Um zu entscheiden, ob die resultieren-
den uneigentlichen Integrale konvergent sind, verwenden Sie z.B. die Ungleichungen
u — ulog(u) < —uund u — log(u)? > u/2 fiir grosse .

4. Wenden Sie den Satz von Rolle auf die Hilfsfunktion

f(k)(t) (.T _ If)k _

k| ([B o If)n+l

- R t— —
k=0
zwischen den Punkten x,z, an, wobei ¢ € R so gewihlt ist, dass g(zo) = 0 gilt.
Kombination letzterer Gleichung mit dem Schluss aus dem Satz von Rolle liefert das
Resultat.

5. Zeigen Sie in a), dass fiir jede Folge b, ,”* sup([) die Integrale ( fab f(z)dz) eine
Cauchy-Folge bilden, deren Grenzwert unabhéngig von der Wahl der b,, ist. Teil b)
folgt direkt aus a).

6. Fiir die Konvergenz zeigen Sie zuerst, dass die Reihe Y~ fézﬂ)w sin(x)/x dx kon-
vergiert und untersuchen Sie dann, wie gross die Differenz zwischen fob sin(x)/x dx

und fONﬂ sin(x)/z dx firb € [N7, (N + 1)7) werden kann. Um die absolute Konver-
genz zu widerlegen, schitzen Sie |sin(z)| auf Intervallen der Form [n7+¢, (n+1)7—¢]
nach unten durch eine (von n unabhiéngige) positive Konstante ab und verwenden Sie
die Divergenz der harmonischen Reihe.

Bitte wenden!



Musterlosungen zu ausgewihlten Aufgaben

Diese Woche werden Musterlosungen zu den Aufgaben 3, 5 und 6 zur Verfiigung gestellt.

3.

a)

b)

Die Funktion [2,00) 3 x + 1/log(7)¢®) € Ry ist wohldefiniert, stetig und
fiir x > 3 monoton fallend. Nach dem Integraltest (Satz 8.46) konvergiert die
Reihe >°°° 1/ log(n)*e(™ also genau dann, wenn das uneigentliche Integral
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konvergiert. Fiir b > 3 gilt mit der Substitution u = log(z)

b 1 log(b) 1 log(b)
/ T es) dx = / —e¥du = / et wloa(w) 4y
3 log(ac) i log(3) u log(3)

Wegen log(u) > 2 fiir u > e? folgt hieraus fiir log(b) > ¢?

b 1 e2 log(b)
/ T oala) dz < / etuloe(w) qq 4 / e “du
3 lOg(.fE) o8l log(3) e?
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da ersteres Integral ein gewohnliches Riemann-Integral einer stetigen Funktion
ist und das uneigentliche Integral f0°° e~ " du konvergiert. Nach Lemma 8.44 ist
das uneigentliche Integral (1) also konvergent und dies impliziert die Konvergenz
der Reihe >°°°, 1/ log(n)e™.

Wir gehen vor wie in a) und betrachten die wohldefinierte, stetige und monoton
fallende Funktion [3,00) 3 x + 1/log(x)"°8°8@) ¢ R.. Nach dem Integral-
test ist wiederum das Konvergenzverhalten der Reihe Y °° , 1/ log(n)!os(os(n)
dasselbe wie fiir das uneigentliche Integral

00 1
/3 log () oe(oe(@) de. @

Fiir b > 3 gilt wieder mit der Substitution u = log(x)

b 1 log(b) 1 log(b) )
/ TonTayestesey 12 = / ot © 4= / " du.
3 10g<1’) stioe log(3) us log(3)

Siehe nachstes Blatt!



Wegen lim, ., log(u)?/u = 0 (wie z.B. aus der Regel von de I’'Hospital folgt)
gibt es ein ug > log(3) mit log(u)? < /2 fiir u > wy. Es folgt fiir log(b) > ug

/b 1 uo log( )2 log(b) /2
— —dz > / e dy 4 / e du,
3 log(x)IOg(log(m)) log(3) ug

was fiir b — oo wegen der Divergenz des uneigentlichen Integrals fuoj e du
gegen oo strebt. Somit ist nach Lemma 8.44 das uneigentliche Integral (2), also
auch die Reihe Y °° , 1/log(n)'s(°e(™) divergent.

5. In der gesamten Losung setzen wir b := sup(/) € R U {oo}.

a) Wir nehmen zuerst an, das uneigentliche Integral | ; f(z) d ist konvergent. Dann
existiert der Grenzwert L := lim, » [ f(2) dz in R. Fiir gegebenes ¢ > 0 exi-
stiert also ein ¢ € I mit | [ f(z)dz — L| < £/2 fiir alle s > c. Es folgt fiir

c<s<t
/atf(x)dx—L—(/asf(x)dx—L>‘

/:f(x)da:
/atf(x)dx—L'Jr /:f@)dx—L

< <e/2+¢€/2=c¢,

sodass das Cauchy-Kriterium erfiillt ist. Sei nun umgekehrt die Giiltigkeit des
Cauchy-Kriteriums angenommen und sei (b,),, eine Folge in [ mit b, — b fiir
n — oo. Dann gilt fiir gegebenes ¢ > 0 fiir hinreichend grosse m < n

bn
f(z)dz
b’m

bn bm
f)de— [ fz)de
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also ist ( f;” f(x) dx)n eine Cauchy-Folge in R und damit konvergent. Wir be-
zeichnen den Grenzwert, der a priori von der Wahl der Folge (b,,),, abhingt, mit
L((bn)n). Ist (b)), aber eine weitere Folge in [ mit b, — b fir n — oo, so
konnen wir die Folge (1), definiert durch

W bnj2, n gerade,
"\ Dnir)ey 7 ungerade

betrachten. Sie erfiillt auch lim,,_,, b/, = b und sowohl ( fab” f(x) dw)n als auch

( f;% f(x)dz)  sind nun Teilfolgen der konvergenten Folge ( fab% f(x)dz) .Die
Grenzwerte ersterer beiden Folgen miissen also iibereinstimmen, d.h. es gilt

L((bn)n) = L((b;z)n)

Bitte wenden!



Der Grenzwert

ist also unabhingig von der Wahl der Folge (b,,),,, woraus mit Lemma 5.65

L= £1}1%/a f(z)de,

und damit die Konvergenz des uneigentlichen Integrals || ; f(x) dx folgt.

b) Ist [,|f(z)| dz konvergent, so konnen wir auf dieses uneigentliche Integral das
Cauchy-Kriterium aus a) anwenden und erhalten zu € > 0 ein ¢ € [ mit

[1s)ar <

fiir c < s < t. Mit der Dreiecksungleichung impliziert dies sogleich

/S ) da

fiir c < s < t, sodass das Cauchy-Kriterium auch fiir das uneigentliche Integral
[; f() dz erfiillt ist, und dieses nach a) somit konvergiert.

s/lf(w)ldw<€

6. Es sei zuerst angemerkt, dass beim Integral [ sin(x)/x d a priori beide Endpunkte
mit den Methoden uneigentlicher Integrale betrachtet werden miissten. Da die Funk-
tion (0,00) 3 = +— sin(z)/z jedoch durch den Wert lim,\ g sin(z)/x = 1 stetig
auf [0, oo) fortgesetzt werden kann, muss tatsichlich nur der rechte Endpunkt oo des
Definitionsbereichs untersucht werden.

Um die Konvergenz des uneigentlichen Integrals [, sin(z)/x dz zu beweisen, stellen
wir nun zuerst fest, dass fiir N € N aufgrund der Intervalladditivitit fiir Integrale und
dem Vorzeichenverhalten des Sinus

(NHD™ gin () N ot sin(z) al (D™ |gin(z)|
N s
gilt. Da die Folge a, := fé:+1)w|sin(x)| /x dx die Voraussetzungen des Leibniz-
Kriteriums erfiillt, existiert somit der Grenzwert
N7 _:
L := lim sin(z) dx.
N—oo 0 T

Siehe nichstes Blatt!



Bezeichnen wir fiir b > 0 mit N(b) € Ny die Zahl mitb € [N (b)m, (N(b) + 1)7), so
gilt jedoch auch

b N
/ sin(x) d:l:—/ sin(x) e
o T 0 x

sodass sich zusammen
b .
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fiir b — oo ergibt. Per Definition bedeutet dies die Konvergenz des uneigentlichen
Integrals [ sin(z)/x dx.
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Um die absolute Konvergenz zu widerlegen, bemerken wir, dass R 5 z +— |sin(z)|
aufgrund der Eigenschaften des Sinus eine m-periodische Funktion mit Nullstellen-
menge 77 ist. Fiir beliebiges ¢ € (0,7/2) besitzt |sin(z)| auf [¢, 7 — ¢] also keine
Nullstelle, sodass aufgrund der Stetigkeit des Sinus und Kompaktheit dieses Inter-
valls eine Konstante ¢ > 0 existiert mit |sin(x)| > cfiir z € [e, 7 —¢]. Die Periodizitit
ergibt, dass diese Ungleichung auch fiir z € [n7m + ¢, (n + 1)7 — ¢] fur jedes n € Z
gilt. Es folgt

> |sin(z)| = /(”H)’rE |sin(x)] 1
—dz > ——dz > — =
| =y | Pz ed o L=

n=0 Y n7T+e

da die harmonische Reihe divergiert. Das uneigentliche Integral [;*[sin(z)|/x d di-
vergiert also.



