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Losung 2

Hinweise

1. Gehen Sie analog zum ,,Kochrezept* zur Trennung der Variablen in linearen Differen-
tialgleichungen vor (siehe Abschnitt 7.5.3 im Skript).

2. Bemerken Sie in a), dass das Volumen des Rotationskorpers fiir die eingeschrink-
te Funktion f|, 5 aufgrund der Volumensformel fiir Zylinder sicherlich zwischen
7(f — ) mingep g f(x)? und 7(8 — o) max,ejq, g f(2)? liegen muss. In b) ist nur
eine naheliegende Substitution notig.

3. Verwenden Sie die Definition von Wegintegralen und eine lineare Substitution.

4. Fiir die Wohldefiniertheit ist fiir s € (0,00) die Konvergenz des uneigentlichen In-
tegrals fooo r*'e™® dx zu zeigen. Beachten Sie, dass fiir s € (0,1) beide Grenzen
des Integrationsbereichs als uneigentliche Integrale zu behandeln sind. Verwenden Sie
dann Lemma 8.44 und das Verhalten der Funktionen z +— z*~! nahe O und z +— e~
fiir z — oo um auf die Konvergenz der uneigentlichen Integrale auf (0, 1] respektive
[1,00) zu schliessen. Die Gleichung I'(s+1) = sI'(s) folgt schliesslich durch partielle
Integration.

5. Die Argumentation beruht in beiden Teilaufgaben auf MC-Aufgabe 5(c) von Serie 1.
In a) ist dann nur noch Proposition 6.62 iiber den Konvergenzradius der Summen-
bzw. Produktpotenzreihe zu verwenden. In b) geben Sie die Koeffizienten b,, der im
Hinweis angesprochenen inversen Potenzreihe rekursiv an und verwenden Sie dann,
dass die Potenzreihe > °°  a,x™ genau dann positiven Konvergenzradius hat, wenn

n=0
SUpP,,>0 4/ la,| < oo.

6. Verwenden Sie die Cauchysche Restglieddarstellung und dass fiir fixiertes x € (—1, 1)
und ¢ mit || < |z| mit gleichem Vorzeichen wie x der Ausdruck ‘%g! durch eine von
¢ unabhingige Konstante ¢ < 1 beschrénkt ist.

Bitte wenden!



Musterlosungen zu ausgewihlten Aufgaben

Diese Woche werden Musterlosungen zu den Aufgaben 4, 5 und 6 zur Verfiigung gestellt.

4. Wir beweisen fiir die Wohldefiniertheit die Konvergenz des uneigentlichen Integrals
in der Definition der Gammafunktion. Sei dazu s € (0,00) und K > 0 so gewihlt,
dass z°~' < ¢*/2 fir + > K. (Ein solches K existiert, da lim,_,. 25 'e™%/2 = 0.)
Dann gilt fiir 0 < ¢ < 1/K
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Nach Lemma 8.44 konvergieren also die uneigentlichen Integrale fol 2 te™® dx und
J° 2" 'e™" d, und damit konvergiert per Definition [;* 2* !¢~ dz. Die Gamma-
funktion ist also wohldefiniert.

Fiir den Beweis der Gleichung I'(s + 1) = sI'(s) verwenden wir partielle Integration:
Es gilt

b b
I'(s+1)=lim [ 2z°¢"dzr= lim (—xse_m}b> +slim [ 2% 'e " dx = s[(s).
aNo |, a\0 a aNo
b—o0 b—o0 b—o0

Die Formel I'(n + 1) = n! folgt aus dieser Gleichung wegen

1) = / e "dr =1
0

durch Induktion.

Siehe nachstes Blatt!



5. Wir stellen zuerst fest, dass aufgrund von MC-Aufgabe 5(c) von Serie 1 eine Funktion
f: U — C genau dann analytisch ist, wenn sie lokal durch Potenzreihen dargestellt
werden kann (d.h. wenn es fiir jeden Punkt z, € U eine Potenzreihe ) ¢, (z—x0)"
gibt, die in einer Umgebung von z, konvergent ist und mit f tibereinstimmt).

a)

b)

Seien f, g: U — C analytisch und 2y € U. Dann gibt es Umgebungen von z auf
denen f, g durch Potenzreihen dargestellt werden. Indem wir diese Umgebungen
schneiden konnen wir annehmen, dass

flx) = Zan(x —x0)" und g(z)= Z b (x — )"

fiir alle « in einer Umgebung U’ C U von zy. Gemiss Proposition 6.62 gilt also
firz e U’

(f +9)(@) = (an +by)(x — x)" und
1)@ = 3 (X aibos ) o = )

Nach obiger Feststellung beweist dies die Analytizitdt von f 4 g und fg.

Dem Hinweis auf dem Aufgabenblatt folgend zeigen wir zuerst, dass zu einer Po-

tenzreihe » °  a,2™ mit ay # 0 eine ,,formal inverse“ Potenzreihe > b,z"

existiert. Dies ist jedoch leicht zu sehen, denn setzen wir by = a, ! und rekursiv

n
o —12 :

bn = —Qy Gkbn,k
k=1

fir n € N, so erfiillen die Koeffizienten ¢,, = ZZ:O apb, i des Cauchy-Produkts
von Y > an,x™und Yy 7 b,z" per Konstruktion

1, n=0,
Cp =
0, n>1.
Wir zeigen nun, dass die Potenzreihe )~ b, 2" positiven Konvergenzradius be-
sitzt, sofern dies auf ZZOZO anx™ zutrifft. Ist letzteres der Fall, so gilt nach der

Formel fiir den Konvergenzradius sup,,>o {/|ax| < 00, sodass ein ¢ > 0 existiert
mit |a,| < |ag|c” fir alle n € Ny. Die Behauptung ist, dass hieraus

|bn| < [bo] (2¢)" (1)

Bitte wenden!



fiir alle n € Ny folgt. In der Tat, fiir n = 0 ist dafiir nichts zu zeigen, und gilt die
Aussage fiir 0 < k < n — 1, so folgt fiir n

ba] < fool > Janlbui]
k=1

< Jbol Y lao|lbo[2"F¢"

k=1

n—1
= |bo|c" Z ok
k=0
= |bo[c"(2" = 1)
< |bo|(2¢)".
Die Ungleichung (1) impliziert nun direkt, dass >~ b, 2" einen Konvergenzra-
dius von zumindest 1/(2¢) > 0 hat.

Seinun f: U — C eine analytische Funktion ohne Nullstellen in U und z( € U.
Dann gilt fiir alle = in einer Umgebung von x

f(z) =) an(z — )" (2)

fiir eine Potenzreihe -  a,,(z—x()" mit positivem Konvergenzradius und ay #
0. Die obigen Argumente zeigen, dass eine Potenzreihe Y~ b, (z — )" mit
positivem Konvergenzradius existiert, die formal invers zu ) °  a,,(z — )" ist.
Laut Proposition 6.62 ist diese Potenzreihe dann aber auch tatsichlich invers, d.h.
fiir alle = in einer Umgebung von z gilt

(oo ) (SShte=ar) -1

n=0

Durch Ubergehen zu einer kleineren Umgebung konnen wir annehmen, dass dies
in einer Umgebung U’ C U von x, der Fall ist, auf der auch die Darstellung (2)
giiltig ist. Es folgt fiir z € U’

A - (i oo m) _ ni;bn(x —w),

1

und damit die Analytizitit von 7

6. Eine direkte Rechnung zeigt, dass die n-te Ableitung der Funktion f(z) = (1 + x)“
inz € (—1,1) gegeben ist durch

FP(z) = ! (Z) (1+2)*",

Siehe nachstes Blatt!



Somit ist }_> ; (%)2" genau die Taylor-Reihe von f um zy = 0. Um zu zeigen, dass
f auf (—1, 1) durch diese Reihe dargestellt wird, miissen wir argumentieren, dass das
Restglied

Rj . (x) = f(x) = P, (x)

fiir jedes fixierte x € (—1, 1) fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Unter Verwendung des
Cauchy-Restglieds (vgl. Ubung 8.60) finden wir zu jedem n € N ein &, mit |¢,| < |z|
und demselben Vorzeichen wie x, so dass

Rl (@) = 0D (E) (@ — &) = 2(14+6)° (0 + 1) (ni 1) (f . g) |
(3)

Der Betrag von z:(1 + &,)* ! ist wegen |{,| < |z| < 1 durch eine von n unabhingige
Konstante C' nach oben beschrinkt. Weiters gilt fiir 0 < ¢ < x

z—¢l=0v—-—€6<r<1<1+E&=1+4+¢
und falls z < ¢ <0
lr—¢l=¢—z<E+1=[1+¢.

Dies bedeutet, dass die stetige Funktion £ +— }%2‘ mit Definitionsbereich [0, |x|]

falls x > 0 bzw. [—|z|,0] falls z < O tiberall strikt kleiner ist als 1. Aufgrund der
Kompaktheit ihres Definitionsbereichs gibt es somit ein ¢ < 1 mit

fiir alle n € N. Zusammen mit der Restglieddarstellung (3) und der Wahl von C' folgt

n

q,

Rl < coen|(,2)

n+1

was fiir n — oo gegen 0 strebt. In der Tat, wegen

(n+ 1)‘(7,,11)‘(]" _ o —
n|(3) ¢!

fiir n — oo ist sogar die Reihe )~ ((n + 1) | (nil) }q” konvergent. Es gilt also tat-
sdchlich

qg—qg<l1

£0) = i Pl() =3 (2)n



