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Losung §

Hinweise

1. Verwenden Sie den Satz iiber implizite Funktionen (Satz 11.1) und die Formel fiir die
Ableitung der impliziten Funktion aus Satz 11.2.

2. Leiten Sie die Gleichung id = f o f~! unter Verwendung der Kettenregel ab.
3. Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion x — % in einer Umgebung von 0.

4. Verwenden Sie in a) z.B. eine Kontraktion auf einer offenen Teilmenge X von R,
deren Fixpunkt nicht in X liegt. In b) konnen Sie X = R setzen und eine Funkti-
on konstruieren, deren Steigung iiberall strikt kleiner ist als 1, deren Graph aber die
Gerade x = y nicht schneidet.

5. Berechnen Sie in b) nicht || f, || sondern ||f,||3. Verwenden Sie auch in ¢) Induk-
tion (auch zum Beweis der im Hinweis auf dem Aufgabenblatt angegebenen Hilfs-
behauptungen). Dass f,,: U, — V,, bijektiv ist, miissen Sie in d) direkt nachweisen
(wiederum mittels Induktion). Uberpriifen Sie dann, dass die Voraussetzungen von
Korollar 11.8 erfiillt sind.

6. Aus der gegebenen Ungleichung folgt die Injektivitidt von f als auch diejenige des
Differentials D, f in jedem Punkt z € R"™. Nach Korollar 11.8 ist f also ein Diffeo-
morphismus zwischen R™ und der offenen Menge f(R"). Zeigen Sie nun, dass die
Bildmenge von f auch abgeschlossen ist.

Bitte wenden!



Musterlosungen zu ausgewihlten Aufgaben

Diese Woche werden Musterlosungen zu den Aufgaben 1, 3, 4, 5 und 6 zur Verfiigung
gestellt.

1. Wir schreiben das gegebene Gleichungssystem als F'(z,y, z,u,v) = 0 fiir die Funkti-
on F': R5 — R? gegeben durch

5 5 5
[y +yu’ + 20 — 1

F<x7y7 Z,U, U) - (l.5y _|_ y5u _|_ Z5U _ 1> .
Gemadss dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 11.1) miissen wir dann tiberpriifen,
dass die Teilmatrix des Differentials D v 20.u0,00)F bestehend aus den partiellen Ab-

leitungen nach « und v invertierbar ist. Wegen

11050
Do,y 20,000 F = <0 50 1 1)

ist diese Bedingung erfiillt. (In der Tat, die fragliche Teilmatrix ist die Matrix (‘;’ (1’)
mit Determinante 5 # 0.) Nach Satz 11.2 gilt also

b w) (5 0y /110y 1/1 10
(xo,y0,20) \ o, | — 1 1 050/ 5\—-1 24 0)°

3. Wir bemerken zuerst, dass der Satz iiber implizite Funktionen nicht anwendbar ist, da

d

= (@ = (1)) =0

(z,y)=(0,0)

gilt. Dies besagt aber nicht, dass die gegebene Gleichung nahe (0,0) nicht nach x
auflgsbar ist. Dies ist hier namlich der Fall: Fiir (x, y) in der Umgebung (—o0, 1) x R
von (0, 0) ist die Gleichung y*(1 — z) = 23 dquivalent zu

y = : (1

Wir untersuchen nun die Funktion

fi(=00,1) > R, z—

1—2z
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4.

S.

auf der rechten Seite von (1). Sie hat als Ableitung

o :(3—21’)302
o= B2

sodass fiir x € (—o0, 1) stets f'(z) > 0 gilt, mit Gleichheit genau dann wenn = = 0.
Zusammen mit dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung (Korol-
lar 8.4) impliziert dies, dass f auf (—oo, 1) streng monoton wachsend ist. Wegen
lim,, o f(x) = —oo und lim, ~ f(x) = ocoist f: (—o0,1) — R also bijektiv. Wir
konnen auf (1) also die Umkehrabbildung f~': R — (—o0, 1) anwenden. Dies ergibt,
dass (1) dquivalent ist zu

="y

Damit haben wir die gegebene Gleichung y?(1 — z) = z? in einer Umgebung von
(0,0) nach z aufgelost.

a) Setze X = (0,00) mit der euklidischen Metrik und f: X — X, z — x/2.
Dies ist eine (wohldefinierte) Lipschitz-Kontraktion auf X, die keinen Fixpunkt
besitzt. (Der eindeutig bestimmte Fixpunkt in R, der nach dem Banachschen Fix-
punktsatz existieren muss, ist 0 ¢ X.)

b) Sei X = R mit der euklidischen Metrik und f: R — R die Funktion definiert
durch

1, =<0,

Jw) = {x +e * x>0.

Diese Funktion ist differenzierbar mit Ableitung

f’(af):{ o=

1—e™, x>0.

Es gilt also |f'(z)| < 1 fiir alle z € R, sodass aus dem Mittelwertsatz (Theo-
rem 7.29) folgt, dass die Bedingung in der Aufgabenstellung erfiillt ist. Wegen
f(z) > x fiir alle x € R besitzt f auch keinen Fixpunkt.

a) Firr,J,9,,93 € R gilt gemiss der Rekursionsformel

Oy(r, 1) = (:Z?rf((gi))) ’
7 cos(U;) cos(Uz)

Os3(r,v1,02) = | rsin(dy) cos(da) |,
7 sin(vs)

Bitte wenden!



r cos(v) cos(vs) cos(3)
rsin(¥7) cos(vs) cos(V3)
7 sin(y) cos(vs)
rsin(ds)

®4(T7 7-917 1927 193) =

b) Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Ist die Aussage fiir n — 1 bewiesen, so folgt auch

fiir n
1B, |2 = D, cos(V,,—1) ®,, 1 cos(, 1)
iz rsin(d,—1) )7\ rsin(d, ;)
= ||®,,_1]|5 cos* (1) + r*sin®(V,,_;) = r*

¢) Die Vorgangsweise in dieser Unteraufgabe besteht aus drei vollstandigen Induk-
tionen: je eine fiir die Formeln aus dem Hinweis auf dem Aufgabenblatt und eine
fiir den tatsdchlichen Beweis. Da sich diese stark dhneln, wollen wir die Formeln
aus dem Hinweis als gegeben annehmen und sie zum Beweis der Orthogonali-
tat der partiellen Ableitungen verwenden. Wie schon erwihnt geschieht dies per
vollstidndiger Induktion. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Seien also die partiellen

Ableitungen von ®,,_; als paarweise orthogonal vorausgesetzt. Dann gilt nach
Induktionsvoraussetzung und den Gleichungen aus dem Hinweis

o fiirl <i<mn-—2

B 0 ®,, 1 cos(¥,-1) Op, Py 1 cos(¥,_1)
(0r B, B0, ) = <( sin(ty1) ) ’ ( 0
= <arq)n—17 aﬁiq)n—1> COSQ(ﬁn_l) =0

und

. 8192.@”_1 COS(ﬁn_1> _q)n—l sin(ﬁn_l)
(09 P, Dy, Pn) = << 0 ' 7 cos(Un_1)
_<819iq)n—17 (I)n_1> sin(ﬁn_l) COS(ﬂn_l) = 0,

e firl<i<j<n-—2

<819i®n, aﬁjq)n> _ <<819i(1)n—1 ((j)OS(ﬁn—l)> 7 <879j @n_l 808(’[971_1)) >

= (09, Pp—1,09,Pp,_1) cos?(Up_1) = 0,

und

B O0p P, 1 cos(V,-1) D, sm
{0r P, 09, Pn) = << sin(d,_1) ) ’ ( r cos(v )
(— (0, D1, Pp1) + 1) sin(dy,—1) cos(z? 1) =
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d)

Dies deckt alle Fille ab und zeigt, dass auch die partiellen Ableitungen von ®,,
paarweise orthogonal sind.

Wir wollen Korollar 11.8 anwenden. Dazu behaupten wir zuerst, dass das Dif-
ferential von ®,, in jedem Punkt von U, invertierbar ist. Da die partiellen Ab-
leitungen von ®,, nach c) paarweise orthogonal sind, ist dafiir nur zu zeigen,
dass diese auf U,, nirgendwo verschwinden. Fiir 0,®,, folgt dies aus der Formel
(0, P, D) =1 # 0, fiir Oy, _, P, aus

||a P ||2 _ —(I)n,1 Sin(ﬁn,l) —(I)n,1 Sin(ﬁn,1>
In-1Enll2 rcos(V,_1) ’ rcos(d,_1)
= ||®,_1]3sin*(¥,_1) + 7 cos? (V1) = 1°

(wobei wir Teil b) verwendet haben), und fiir 9y, ®,, mit 1 < ¢ < n — 2 aus

199, ®n|[2 = 0y, Pr—1 cos(Vy—1) | Dy, @1 cos(Vp_1)
0 0
= ||09, Pr—1]]3 cos*(V—1)

und vollstdndiger Induktion. (Merke: Damit letzterer Fall eintreten kann muss
n — 1 > 2 sein, sodass ¥,,_1 in (—7/2,7/2) liegt und cos(,,_1) > 0 gilt.) Das
Differential von ®,, ist also tatsédchlich auf ganz U, invertierbar.

Es bleibt die Bijektivitdt von ®,,: U, — V,, zu zeigen. Wir wenden wiederum
Induktion an. Fiir n = 2 ist die Aussage bekannt, denn ®, ist die iibliche Polar-
koordinatenabbildung. Sei nun » > 3 und ®,,_,: U,y — V,,_1 schon als Bi-
jektion nachgewiesen. Wir bemerken als erstes, dass fiir (r,%4,...,0,-1) € U,
stets (r,¥1,...,0,_2) € U,_1 gilt. Nach Induktionsannahme und aufgrund der
Struktur der Menge V,,_; ist daher ®,,_y(7, ¥y, ..., 0, _2) cos(¥,_1) € V,,_1. We-
gen V,, = V,_1 x R beweist dies ®,,(r,91,...,9,_1) € V,, also die Wohldefi-
niertheit von ®,,: U, — V,,. Als nichstes beweisen wir Injektivitit. Seien also
(r,01, ..., On1), (P, 0, ..., 00 ) € U, mit

) ¥n—1

@n(r,ﬂl,...,ﬁn_l) :(ID,L(T",Q%,... ’19, ) (2)

» Yn—1

Teilaufgabe b) impliziert sofort » = 7’. Betrachten der Normen der Vektoren
bestehend aus den ersten n — 1 Komponenten in der Gleichheit (2) liefert dann
cos(¥,—1) = cos(v,,_,) (merke, dass sowohl cos(¥,,_1) als auch cos(?,_,) posi-
tiv sind), und die letzte Komponente in (2) liefert sin(1J,,_1) = sin(9, _,). Zweidi-
mensionale Polarkoordinaten (oder dquivalent, der Fall n = 2) implizieren daher
VU,—1 = 9. Kiirzen von cos(1J,,_1) aus den ersten n — 1 Komponenten in (2)
ergibt &, 1 (r,d1,..., 0, 2) = &, _1(r,¥],...,9, ), sodass die Induktionsvor-

) Yn—2
aussetzung auch ¥; = ¥/ firi = 1,...,n — 2 beweist. Es bleibt die Surjektivitit
zu zeigen. Sei also x = (x1,...,x,) € V,, gegeben. Wir definieren r := ||z||5.

Dann gilt z,,/r € (—1,1) (die Randpunkte konnen nicht angenommen werden,
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da sonst 1 = zo = 0 gelten miisste, was der Definition von V,, widerspricht),
sodass wir ¥,,_; := arcsin(x,, /1) € (—m/2,7/2) setzen konnen. Die Induktions-
annahme erlaubt die Wahl von (7,71, ..., %, 2) € U,_1 mit

(Dn—l(fy 1917 s 71971—2) =

S )
Cos(ﬁn_l) L1y yTpn_1)-

Die Norm der rechten Seite ist

1 r
2 _ 2 a2 _
)\/7’ 2 = oS0 \/1 sin®(d,_1) =,

cos(Vn_1

und die Norm der linken Seite ist nach b) genau 7. Also gilt » = 7. Nach Kon-
struktion ist somit (r, ¥y, ...,9,_1) € U, ein Punkt, der von ®,, auf (z1,...,z,)
abgebildet wird. Damit ist auch die Surjektivitdt bewiesen, und wir schliessen,
dass @,,: U, — V,, tatsdchlich eine Bijektion ist.

Korollar 11.8 ist also anwendbar und impliziert aufgrund der Glattheit von @,
dass ®,,: U, — V,, ein C"*°-Diffeomorphismus ist.

6. Die Injektivitit von f folgt direkt aus der Ungleichung aus der Aufgabenstellung. Wir
beweisen nun, dass fiir z € R™ auch das Differential D, f injektiv ist. Wire dies nicht
der Fall, so giibe es einen Einheitsvektor v € R™ mit

Oy f(z) =Dy f(v) =0.
Dann wire aber nach Definition der Richtungsableitung
als{flvl

0 — 1ig M@+ 50) = f(@)]l2 > Jing A81°M2 _
s—0 |S| s—0 |S|

ein Widerspruch. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass D, f damit sogar inver-
tierbar ist, und Korollar 11.8 ergibt dann, dass f(R") offen und f: R* — f(R") ein
C!-Diffeomorphismus ist.

Es bleibt zu zeigen, dass f surjektiv ist. Dazu reicht es nachzuweisen, dass f(R™) auch
abgeschlossen ist. (Denn aufgrund des Zusammenhangs von R” ist eine nichtleere,
offene, abgeschlossene Teilmenge von R" notwendigerweise ganz R".) Dazu wollen
wir Lemma 9.19 verwenden. Sei also (x,,), eine Folge in R", so dass die Bildfolge
(f(z,))n konvergiert. Wir miissen zeigen, dass der Grenzwert auch im Bild von f
liegt, also dass ein € R" existiert mit f(x,) — f(x) fiir n — co. Dies folgt wieder
aus der Ungleichung in der Aufgabenstellung: Als konvergente Folge ist (f(z,))n
insbesondere eine Cauchy-Folge, und aufgrund der Ungleichung

|20 = Zmll2 < O‘_IHf(xn) — f(zm)ll2
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fiir m, n € N ist dann auch (z,), eine Cauchy-Folge, also wegen der Vollstandigkeit
von R" konvergent. Bezeichnen wir den Grenzwert mit z, so folgt mit der Stetigkeit
von f direkt

f(z) = lim f(z,).

n—oo

Dies beweist die Abgeschlossenheit des Bildes f(RR™), und wie oben erklirt folgt dar-
aus die Surjektivitit von f.



