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Losung 9

Hinweise

1. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von a der einzige kritische Punkt der Funktion
F(z,y,2) = 2% —y* — 22 + ain M, liegt.

2. Fertigen Sie am besten zuerst eine Skizze der Menge M an. Dabei sollte klar werden,
welcher Punkt in M ,,problematisch* ist.

3. Um zu zeigen, dass T? eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit ist, verwenden Sie
den Satz iiber den konstanten Rang (Satz 11.16). In Beispiel 11.18 wird dies sogar
explizit durchgefiihrt. Folglich kann die zweite Aussage von Satz 11.21 verwendet
werden, um die Tangentialrdume TpT2 und TqT2 zu beschreiben.

4. Arbeiten Sie direkt mit der Definition von Teilmannigfaltigkeiten und nutzen Sie die
Eigenschaften der auftretenden Diffeomorphismen.

5. Gehen Sie in a) dhnlich vor wie im Beweis von Proposition 11.12 um f (V') fiir eine
geniigend kleine Umgebung V' von x als Graph einer glatten Funktion zu schreiben.
Denken Sie in b) z.B. an eine Kurve in R? mit einer Selbstiiberschneidung und schrin-
ken Sie den Definitionsbereich dann geeignet ein, um Injektivitit zu erreichen.

6. Bei geeigneter Wahl des Zielbereichs ist der Satz {iber den konstanten Rang anwend-
bar auf die Abbildung F' gegeben durch F(A) = A'A — 1, fir A € Mat,,(R).
Hieraus ergibt sich auch die Dimension von O,,(R).

Bitte wenden!



Musterlosungen zu ausgewihlten Aufgaben

Diese Woche werden Musterlosungen zu den Aufgaben 4, 5 und 6 zur Verfiigung gestellt.

4.

S.

Sei zunichst M C R" eine offene Teilmenge. Dann erfiillt fiir jeden Punkt p € M
die Identititsabbildung ¢, = id: M — M die Definition einer n-dimensionalen Teil-
mannigfaltigkeit von R". Sei nun M als n-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R"
vorausgesetzt und p € M. Wihle einen Diffeomorphismus ¢,,: U, — V), wie in der
Definition einer Teilmannigfaltigkeit. Konkret bedeutet dies in dieser Situation, dass
U, eine offene Umgebung von p ist mit ¢,(U, N M) = V). Aus der Bijektivitit von
p folgt hieraus direkt U, C M. Somit ist M offen in R".

Als niéchstes se1 M C R" eine diskrete Teilmenge und p € M. Dann gibt es ein
e > 0 mit M N B.(p) = {p}. Wir setzen U, := B.(p), V, := B.(0) und definieren
¢p: Uy, =V, durch ,(x) = . —p. Dann ist p, ein Diffeomorphismus zwischen offe-
nen Teilmengen von R” und es gilt nach Konstruktion ¢, (U, N M) = ¢,({p}) = {0}.
Dies zeigt, dass M eine nulldimensionale Teilmannigfaltigkeit von R" ist. Sei nun
M eine nulldimensionale Teilmannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt es nach Defi-
nition eine offene Umgebung U, von p, eine offene Teilmenge V,, von R™ und einen
Diffeomorphismus ¢,: U, — V, mit ¢,(U, N M) = {0}. Aufgrund der Bijektivi-
tit von ¢, besteht U, N M also aus genau einem Punkt. Da p sicherlich in diesem
Schnitt enthalten ist, muss U, N M = {p} gelten. Es bleibt ¢ > 0 so zu wihlen, dass
B.(p) C U, gilt (was mdoglich ist aufgrund der Offenheit von U),). Damit ist M als
diskret nachgewiesen.

a) Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von Proposition 11.12. Sei zy € U. Nach
Annahme hat das Differential D, f Rang k. Nach einer Koordinatenpermutation
konnen wir also annehmen, dass die ersten k& Zeilen von D, f linear unabhéngig
sind. Wir betrachten nun die Funktionen

g: U =R 2 (fi(z),..., fu(z))
und
h:U =Rz (foyi(n),. .., fol@)).

Dann ist das Differential von g im Punkt xy nach Konstruktion invertierbar. Nach
dem Umkehrsatz (Satz 11.5) existiert also eine Umgebung V' C U von z, so
dass g: V' — g¢(V) ein Diffeomorphismus ist. Dann ist f(V') genau der Graph
der glatten Funktion ko (g|y/)~': g(V) — R" ¥, In der Tat, (V) besteht genau

Siehe nichstes Blatt!



aus den Punkten der Form (f;(x),..., fx(z)) fir x € V und nach Konstruktion
gilt fiir solche z

ho(glv) " (fi(@),- -, fr(@)) = h(z) = (frea(2),- ., ful)).

Proposition 11.12 zeigt also, dass f (1) eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
des R" ist.

b) Der glatte Weg

7R R o (;g;gg))

parametrisiert eine liegende Acht.

Seine Ableitung

i - sin(t)

() = (2 cos(2t))
verschwindet fiir kein ¢ € R, sodass ¥ eine Immersion ist. Wir definieren nun
I := (—Z,%) und betrachten die Einschrinkung v := 7|;. Dieses Intervall ist
genau so gewihlt, dass das Bild (/) noch immer die gesamte liegende Acht ist, y
aber injektiv ist.! Somit erfiillt v alle Voraussetzungen in der Aufgabenstellung.
Allerdings ist das Bild () keine Teilmannigfaltigkeit von R?. In der Tat, da
im Punkt (§) = v(7/2) eine Selbstiiberschneidung vorliegt, kann (/) in keiner
Umgebung von () als Graph einer Funktion dargestellt werden, im Widerspruch
zu Proposition 11.12.2

! Anschaulich ist dies klar; formal verifiziert wird es mit Methoden der Analysis I. Man teile I z.B. auf in
vier gleich lange Teilintervalle I;, j = 1,2, 3,4, und stelle fest, dass die Bilder y(I;) in unterschiedlichen
Quadranten liegen. Eingeschrinkt auf eines der Teilintervalle I; wird die Injektivitit durch das Monotonie-
verhalten der ersten Komponente von -y garantiert.

2Rigoros gemacht wird dies z.B. durch die Feststellung, dass

0
li ) = li )= li )= i t) =
t\l_Igrl/Qv() t}ff}ﬂ() t\fff}ﬂ() Mlgrg/ﬂ() (0>

gilt, wobei die Annidherung in jedem dieser vier Fille im Inneren eines anderen Quadranten stattfindet.

Bitte wenden!



6. Es bezeichne Sym,,(R) C Mat,, ,(R) die Menge der symmetrischen n x n-Matrizen
mit reellen Eintrdgen. Wir betrachten die Funktion

F: Mat, ,(R) — Sym, (R), A~ A'A —1,.

Diese ist wohldefiniert (da A*A — 1,, stets symmetrisch ist), glatt (da polynomial), und
es gilt per Definition O, (R) = F~!(0,). Wir wollen den Satz iiber den konstanten
Rang (Satz 11.16) auf diese Funktion /' anwenden. Dazu sei als erstes angemerkt, dass
wir Sym, (R) als R™"+1)/2 betrachten konnen, da eine symmetrische Matrix eindeutig
durch ihre Eintridge auf und iiber der Diagonalen bestimmt ist. Wir verifizieren nun,
dass das Differential von F' auf ganz O,,(R) vollen Rang hat, also surjektiv ist. Sei
also A € O,,(R) und betrachte das Differential

D4F: Mat,, ,(R) — Sym, (R).
Fir X € Mat,, ,,(R) ist es nach Proposition 10.6 gegeben durch

d
T ds
d
T ds

DAF(X) = dx F(A) F(A + sX)

s=0

(A+sX) (A +sX) - 1,)

s=0

_ % (APA + s(A'X + X'A) + XX — 1,)
s=0

= A'X + XA,

Seinun Y € Sym,,(R) gegeben. Dann gilt fiir X := AY/2 gemiss obiger Formel

ALAY  Y'ATA Y +Y!
DAF(X) =5~ +—F5—=—F—=Y.

wobei wir verwendet haben, dass A orthogonal und Y symmetrisch ist. Dies beweist
die Surjektivitit von D4 F'. Der Satz iiber den konstanten Rang ist also tatsdchlich
anwendbar und impliziert, dass O,,(R) eine Teilmannigfaltigkeit von Mat,, ,,(R) ist
mit Dimension

n(n+1) n(n—1)

dim(0, (R)) = n? — == = T




