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Losung 13

Hinweise

1. Verwenden Sie die Definition des Fldcheninhalts aus Abschnitt 13.2.2 im Skript. Zur
Parametrisierung der Sphire S? bis auf eine Nullmenge reicht dabei eine Karte in
sphérischen Koordinaten. Vgl. auch MC-Aufgabe 1 und deren Losung.

2. Der Fluss durch die Seitenflichen von 2 ist 0; es muss also nur die obere und untere
Randflache betrachtet werden. Wie in Abschnitt 13.2.3 erhalten Sie einen Normalen-
vektor als Kreuzprodukt der partiellen Ableitungen einer Parametrisierung. Passen Sie
dann gegebenenfalls das Vorzeichen an, um sicherzustellen, dass er nach innen zeigt.

3. Bemerken Sie, dass das Wegintegral entlang OB der Aussennormalableitung von «
genau der Fluss von Vu durch 0B ist und wenden Sie den Divergenzsatz an.

4. Folgern Sie aus dem Divergenzsatz, dass die im Hinweis auf dem Aufgabenblatt er-
withnten Flussintegrale |, 9B,(0) f - dn fir r € (0,00) konstant sind. Dies ergibt eine
Bedingung an g.

5. Verwenden Sie den Satz von Green um das Wegintegral von f entlang des Randes
des Rechtecks [—a, a] x [0, b] zu berechnen. Bemerken Sie dann, dass der Beitrag der
vertikalen Wegstiicke fiir a« — oo gegen O strebt.

6. Schreiben Sie die Umlaufzahl als Flussintegral eines geeigneten Vektorfelds durch
den Rand von B,.(0). Im Fall u ¢ B, (0) folgt die Aussage dann direkt aus dem Diver-
genzsatz. Fiir u € B,.(0) betrachten Sie zuerst den Fall v = 0. Verwenden Sie dann

den Divergenzsatz, um den allgemeinen Fall auf diesen zuriickzufiihren.

Bitte wenden!



Musterlosungen zu ausgewihlten Aufgaben

Diese Woche werden Musterlosungen zu den Aufgaben 2, 3, 4, 5 und 6 zur Verfiigung
gestellt.

2. An den Seitenflichen von () ist der Innennormalenvektor ny,,., parallel zur z-y-
Ebene. Da das Vektorfeld f nur in der z-Komponente einen nicht verschwinden-
den Eintrag hat, ist an den Seitenflichen also (f, njn.,) = 0 und das Flussinte-
gral durch diese Flichen verschwindet. Wir miissen also nur die obere und untere
Randfliche betrachten. Diese sind gegeben durch die Graphen Gy = graph(ys) und
(G1 = graph(y; ). Wir betrachten zuerst die untere Randfliche (1. Diese ist parame-
trisiert durch
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Einen Normalenvektor erhalten wir als Kreuzprodukt der partiellen Ableitungen von
(I)li
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Wie wir an der positiven z-Komponente sehen, zeigt dieser schon ins Innere von ().
Somit ist
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und wir erhalten fiir das Flussintegral durch G
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Genauso finden wir den Normalenvektor (—0, 2, —0, 2, 1)* auf die obere Randfli-
che GG5. Um einen inneren Normalenvektor zu erhalten, miissen wir hier das Vorzei-
chen anpassen. Es gilt also
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Siehe nichstes Blatt!



und das Flussintegral durch G5 ist analog zu obiger Rechnung
J - diipen = go / 2 dvol. (2)
Go Q

Durch Kombination von (1) und (2) erhalten wir schliesslich unter Verwendung des
Satzes von Fubini (in der Form von Korollar 12.43) das gewiinschte Resultat

/ f : dninnen = / f . dninnen +/ f : dninnen
o) G1 G
= g@/ (2 — 1) dvol
Q

= govol(Q).

3. Angenommen es existiert eine Losung u: U — R des Neumannschen Randwertpro-
blems. Dann ist f = Au|g = div(Vu)|p (vgl. MC-Aufgabe 5) und ¢ = Oyu =
(Vu,n). Aus dem Divergenzsatz (Theorem 13.14) folgt also

/fdvol:/div(Vu) dvol = Vu-dn(i—)/ (Vu,n) ds:/ gds.
B B oB oB OB

Die mit (*) markierte Gleichheit gilt dabei deshalb, weil das Flussintegral eines Vek-
torfelds durch 0B genau das Wegintegral entlang 0B des Skalarprodukts dieses Vek-
torfelds mit dem Aussennormalenfeld n ist.

Wollen wir Letzteres strikt anhand von Definition 13.11 begriinden, so konnen wir
dies wie folgt tun: Seien v : [ax, bx] — R? (1 < k < K) Wege, die eine positiv orien-
tierte Parametrisierung des Randes 0 B wie in Definition 13.9 bilden. Eine solche exi-
stiert nach Ubung 13.10 (siehe den Hinweis im eSkript fiir die Losungsidee). Positive
Orientierung bedeutet genau, dass fiir jedes ¢ € [ay, by,] der Vektor R4, (¢) /|| 5% (1) |2
fir die Matrix R = (9 ') ein Aussennormalenvektor an 9B im Punkt 7, (¢) ist. Es
gilt also tatsdchlich
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per Definition von skalaren Wegintegralen (vgl. Abschnitt 10.6.1).

Bitte wenden!



4. Wir nehmen zunéchst an, dass f divergenzfrei ist. Dann gilt fiir ro,r; € (0, 00) mit
ro < rp nach dem Divergenzsatz (Theorem 13.14) angewendet auf den glatt berande-
ten Bereich K, ,, = B,,(0) \ B,,(0)

|__s-am-o

T0,"1

Der Rand des Bereichs K, ., besteht dabei aus zwei Teilen, nimlich den beiden Krei-
sen 0B,,(0) und 0B,, (0). In einer positiv orientierten Parametrisierung von 0K, ,,
wird dabei der dussere Kreis 0B, (0) in mathematisch positiver und der innere Kreis

0B,,(0) in mathematisch negativer Richtung durchlaufen. Somit erhalten wir

0:/ f-dn:/ f-dn—/ f-dn,
K 9By, (0) 9By, (0)

oder in anderen Worten, dass die Funktion (0,00) 3 7 — [, ) f - dn konstant ist.

T0>T1

Ist sie konstant ¢ € R, so folgt unter Verwendung der Parametrisierung ~y, von 0B,.(0)
aus Aufgabe 6 nach Einsetzen in die Definition von Flussintegralen

c= / f-dn
0B:(0)

-/ " Fon(®) , R, (1)) dt
0 —_—— ——

=g(M)yw@)/r =)
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— g(r)/r / (e (1), 70 (1)) di
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= 27rg(r).

Die Funktion g ist also notwendigerweise von der Form ¢g(r) = ¢/r fiir eine Konstante
c=¢/2m e R.

Dass fiir derartige g das Vektorfeld f tatsdchlich divergenzfrei ist, folgt aus der Rech-

nung
. CI1 CTo
le(f)(SC) = 81 ( ) + 82 (—)
[Edlb 13
c(z? 4+ x3) — 2ca?  c(x} + 23) — 2cx3
(& + 23)? (af + 23)?

=0

fir r = (21, 22) € Q.

Siehe nachstes Blatt!



5. Wir bemerken zuerst, dass f rotationsfrei ist, da fiir z, y € R
rot(f)(z,y) = O (e_”(”CQ_yz) sin(2rzy)) — Os (e_”(xz_yQ) cos(2mzy))
= — 2rze ") sin(2may) + 2mye ™ ) cos(2may)
— 2mye ") cos(2may) + 2mwe ™ V) sin(2ray)

=0.

Sei nun b > 0. Wir bezeichnen mit Y4, [0, — R? den vertikalen Weg vom Punkt
(£a, 0) nach (+a, b). Dann ist nach dem Satz von Green (Theorem 13.18) angewendet
auf das Rechteck [—a, a] x [0, b]"

/ ﬂ®+/ ﬁ@—/ ﬂ@—/ f-ds=0. 3)
Ya,0 Ya,b Ya,b Y—ab

Es bleibt also zu zeigen, dass

lim< fods— f-ds):O. @)
Ya,b Y—a,b

a—00

Dies folgt jedoch direkt aus der Definition von Wegintegralen und der Gestalt von f,
denn es ist

b b
< / |(f(£a,t),(9))]dt = e / e’rt2|sin(27mt)| dt < Cpe™ ™
0 0

f-ds
:Y:i:a,b

fiir die Konstante C), = fob e dt. Somit gilt tatsdchlich (4), und zusammen mit (3)

zeigt dies genau
/ f-dS:/ f-ds+o(1)
Ya,b Ya,0

fiir a — oo.

6. Fir u ¢ 0B,(0) kann die Umlaufzahl /., (u) von 7, um u geschrieben werden als der
Fluss des Vektorfelds

T —u

fur R\ {u} 5 R, 2 —————

27|z — w3

durch 0B,.(0). Dieses Vektorfeld ist divergenzfrei. Dies kann man entweder nachrech-

nen oder man bemerkt, dass f,, genau die Translation um u eines der in Aufgabe 4 als

divergenzfrei erkannten Vektorfelder ist. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

"Formuliert ist Theorem 13.18 zwar nur fiir glatt berandete Bereiche, aufgrund seiner Herleitung gilt
der Satz von Green aber fiir alle Bereiche, fiir die der Divergenzsatz gilt.

Bitte wenden!



1. u ¢ B,(0): Dann ist f, auf einer offenen Obermenge von B, (0) definiert und
Anwendung des Divergenzsatzes (Theorem 13.14) impliziert direkt

L, (u) = /am(o) fu-dn= / div(f,) dvol = 0.

B, (0)

2. u € B,(0): In diesem Fall konnen wir den Divergenzsatz nicht in obiger Form

anwenden, da f, nun nicht auf ganz B, (0) definiert (geschweige denn stetig dif-
ferenzierbar) ist. Wir konnen den Satz fiir hinreichend kleines € > 0 aber auf den
glatt berandeten Bereich B = B,.(0) \ B.(u) anwenden. So erhalten wir (vgl. das
Argument in der Losung zu Aufgabe 4)

L, (u) = / fu-dn = / fu - dn,
0B (0) OB:(u)

was wir nach einer Translation um v unter Verwendung der Parametrisierung .
von 0B, (0) berechnen konnen als

/ fu -dn = / fo -dn

OBe(u) 0B:(0)

! /2” (1), R3:(8)
0

T om EXGIE

-~

=1

=1.



