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Losung 14

Hinweise

1. Berechnen Sie die Rotation von f anhand der Darstellung in Theorem 13.50. Dies
ergibt sofort die Werte «, 3, ~, fiir welche f rotationsfrei ist. Ein Potential erhalten Sie
dann durch Integration der Komponenten von f nach den entsprechenden Variablen
und geeigneter Kombination der dabei auftretenden Terme.

2. Verwenden Sie in a) sphirische Koordinaten. In b) ist geméss dem Satz von Stokes
das Wegintegral von f entlang des Randes BF (0) x {0} von S zu berechnen. In
welcher Richtung muss dieser dabei durchlaufen werden?

3. Das Wegintegral in a) muss direkt anhand der Definition berechnet werden. Das Re-
sultat zeigt, dass f nicht konservativ sein kann. In b) ist eine Fliche zu finden, deren
orientierter Rand aus v; und dem Umkehrweg von v, besteht. In c) ist die Antwort
negativ. In der Tat folgt aus dem Satz von Stokes, dass das Wegintegral von f entlang
von 73 verschwindet.

4. Bemerken Sie, dass f divergenzfrei ist. Nach dem Satz von Gauf} kann also alternativ
der Fluss von f durch D = {(z,y,2) € R® | (x +1/2)> +¢y* < 9/4, z = 2 — 2}
berechnet werden.

5. Verwenden Sie fiir a) die Charakterisierung der Konservativitit aus Aufgabe 3 der Se-
rie 7. Finden Sie in b) ein rotationsfreies Vektorfeld f auf K und eine Schlaufe v in
K, entlang welcher das Wegintegral von f nicht verschwindet. In c¢) verwenden Sie
Polarkoordinaten zur Konstruktion einer Abbildung, die U stetig auf einen Punkt ,,zu-
sammenzieht”. Diese kann dann zum Nachweis verwendet werden, dass jede stetige
Schlaufe in U nullhomotop ist.

6. Ein Vektorfeld f mit den Eigenschaften aus dem Hinweis auf dem Aufgabenblatt ist
z.B. gegeben durch f = gVv — vV g. Fiir eine vollstindige Losung der Aufgabe siehe
den Beweis von Korollar 13.45.

Bitte wenden!



Musterlosungen zu ausgewihlten Aufgaben

Diese Woche werden Musterlosungen zu den Aufgaben 3, 4 und 5 zur Verfiigung gestellt.

3. a)

b)

Verwendet man die Darstellung der Rotation aus Theorem 13.50, so kann man
durch Nachrechnen verifizieren, dass f rotationsfrei ist. Das Wegintegral von f
entlang ~y; ist gemiss Definition

| 5eas= /:Tr(f(%(t))a%(t))dt

o 2 sin(t) — sin(t)
= / < —2cos(t) |, | cos(t) > dt
0 0 0

N

= —A4r.

Es folgt, dass f nicht konservativ sein kann, da Wegintegrale konservativer Vek-
torfelder entlang von Schlaufen stets verschwinden (vgl. Aufgabe 3 der Serie 7
oder den Beweis von Satz 10.49).

Wird der Kegelmantelteil

S:{(:C,y,z)eRg ‘ \/:1:2+y2:1+z/2,0<z<2}

durch das nach aussen zeigende Normalenfeld n: S — R? orientiert, so besteht
der orientierte Rand von S genau aus dem Weg ; und dem Umkehrweg von 5.
Da S ganz im Definitionsbereich von f enthalten und f rotationsfrei ist, folgt aus
dem Satz von Stokes (Theorem 13.50) also

/ f-ds—/ f-ds:/rot(f)-dn:O.
Y1 Y2 S
Die Kreisscheibe

D={(z,y,2) e R’ ‘ (x—6)°+y*<9,2=3}

orientiert durch das nach oben zeigende Normalenfeld n: D — R? hat als orien-
tierten Rand genau den Weg 3. Somit gilt nach a) und dem Satz von Stokes

/f-ds:/Drot(f)-dn:07é—47r:/ f-ds.
s m

Insbesondere zeigt dies, dass es nicht moglich ist, analog wie in b) eine Fliche
zwischen 7; und 3 ,.einzuspannen®, die samt Abschluss im Definitionsbereich
von f enthalten ist.

Siehe nichstes Blatt!



4. Aus der Darstellung der Divergenz in Proposition 13.40 folgt sofort, dass f divergenz-
frei ist. Der Satz von Gau3 (Theorem 13.41) angewendet auf den Bereich

B={(r,y,2) eER* | 2* +y* <2<2—2}

impliziert also (fiir das Aussennormalenfeld n: 9B — R? von B)

0:/Bdiv(f)dvol:/sf-dn—l—/Dfdn, (1

wobel
D={(r,y,2) R | (x+1/2)* +y*<9/4, z=2—2}

die obere Deckflache von B bezeichnet. (Diese Darstellung erhélt man, indem man
iiberlegt, fiir welche Werte von x, y ein z existiert mit (z,y, z) € B, was genau der
Fall ist fiir 22 + > < 2 — 2z <= (v + 1/2)? + y* < 9/4.) Wir berechnen nun das
Flussintegral [ f - dn. Hierzu parametrisieren wir D bis auf eine Nullmenge durch

rcos(p) —1/2
®: (0,3/2) x (0,27) 3 (r, @) — rsin(y)
5/2 — rcos(p)

Das vektorielle Flichenelement dn ist dann

cos(p) —rsin(p) r
dn =0,® x 9,&drdp = | sin(e) | x | rcos(p) | drde= [0 ] drde,
— cos(yp) rsin(y) r
sodass
or  13/2 201 (7, 0) Do (r, ) r
/ f-dn= / / —®y(r, 0)? + sin(@l(r, @)3) .10 drdep
D o Jo 1 r

o 3/2
= / / (2% sin(y) cos(p) —r”sin(p) + r) dr dy
o Jo % ~~ g

=73 sin(2¢)

3/2
= 27r/ rdr
0

=97 /4,

da die Integrale von O bis 27 der Funktionen ¢ +— sin(2¢) und ¢ +— sin(yp) ver-
schwinden. Aufgrund von (1) gilt also fiir das gesuchte Flussintegral

/Sf -dn = —97/4.

Bitte wenden!



S.

a)

b)

c)

Sei v eine stiickweise stetig differenzierbare Schlaufe in U. Da U einfach zusam-
menhingend ist, ist v schlaufenhomotop zu einer konstanten Schlaufe ~y,. Diese
erfiillt 7y = 0, sodass aufgrund der Definition von Wegintegralen sicherlich

/f-ds:O

gilt. Der angegebene Satz iiber die Homotopieinvarianz von Wegintegralen im-

pliziert nun, dass auch
/f-ds:/ f-ds=0
¥ Yo

erfiillt ist. Gemiss der Charakterisierung der Konservativitdt aus Aufgabe 3 der
Serie 7 beweist dies die Konservativitit von f.

Der ,,Wirbelsturm mit Singularitéit® aus Beispiel 10.51 ist ein Vektorfeld auf K,
das die Integrabilititsbedingungen erfiillt, jedoch nicht konservativ ist, da z.B.
das Wegintegral entlang des Randes von BE/QQ(O) nicht verschwindet (wie man
analog zu Beispiel 10.51 nachrechnet). Aufgrund von a) kann K also nicht ein-
fach zusammenhingend sein.

Die Polarkoordinatenabbildung

(r. ) = (r cos(w))

rsin(y)

definiert einen Diffeomorphismus zwischen (1,2) x (—m,7) und U (vgl. Ab-
schnitt 11.1.3 im Skript). Die Abbildung

R:[0,1] x U = U, (s,z,y) — ®(s(3/2,0)" + (1 — 5)@ '(z,y))

zieht U also auf stetige Weise auf den Punkt (3/2,0)" € U zusammen (in dem
Sinn, dass R stetig ist und R(0,-) = idy sowie R(1,-) = (3/2,0)" erfiillt). Fiir
eine stetige Schlaufe : [0,1] — U in U definiert

H:[0,1]* = U, (s,t) = R(s,7(t))

daher eine Schlaufenhomotopie in U zwischen ~y und der konstanten Schlaufe im
Punkt (3/2,0)". Somit ist jede stetige Schlaufe in U nullhomotop und U damit
einfach zusammenhingend.



