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Losung 15

Hinweise
1. Gehen Sie vor wie in Abschnitt 14.2 des Skripts beschrieben.

2. Leiten Sie in a) die Gleichung u = z/t nach der Quotientenregel ab. Unter Verwen-
dung der gegebenen Differentialgleichung fiir & erhalten Sie dadurch eine Differenti-
algleichung fiir u, die durch Separation der Variablen (siche Abschnitt 14.1.1) gelost
werden kann. Beachten Sie in b) den Betrag, der bei Integration von 1/x auftritt, und
entscheiden Sie anhand des Startwerts, welches das richtige Vorzeichen ist. Vergessen
Sie am Ende jeweils nicht, den Definitionsbereich der gefundenen Losung anzugeben.

3. Berechnen Sie die Picard-Iteration auf [0, c0) konkret. Die Methode im Beweis des
Satzes von Picard-Lindelof schligt fehl, da eine der Voraussetzungen dieses Satzes
verletzt ist.

4. Nur die Implikation (i) = (ii) folgt nicht direkt aus den Definitionen. Hierfiir
benotigen Sie, dass die Losung einer linearen Differentialgleichung wie in der Aufga-
benstellung fiir jeden Startwert eindeutig bestimmt ist. Folgern Sie dies aus dem Satz
von Picard-Lindelof (Theorem 14.23) oder verwenden Sie direkt Proposition 14.40.

S. Aussagen a)(I) und a)(III) folgen direkt aus der Definition des Exponentials als Po-
tenzreihe. Fiir a)(I) gehen Sie dhnlich vor wie im Beweis der Additionsformel fiir
die Exponentialabbildung (vgl. Abschnitt 6.5.3). Die Beweise der dabei verwendeten
Sétze sind unter der Annahme, dass B und C' kommutieren, direkt auf Matrizen iiber-
tragbar. Alternativ siche Abschnitt 14.3.2. Fiir a)(IV) zeigen Sie, dass J¢ = 0, gilt.
Bemerken Sie in b), dass die Aussagen in a) die Reduktion auf den Fall eines Jordan-
blocks A = A1, + J; erlauben. In diesem Fall ldsst sich exp(At) unter Verwendung
von a)(II), dem Spezialfall von a)(II) fiir Diagonalmatrizen sowie a)(IV) berechnen.

6. Formulieren Sie die Aufgabe als Fixpunktgleichung fiir eine geeignete Lipschitz-
Kontraktion auf einem vollstandigen metrischen Raum.

Bitte wenden!



Musterlosungen zu ausgewihlten Aufgaben

Diese Woche werden Musterlosungen zu allen Aufgaben zur Verfiigung gestellt.

1. Wir gehen vor wie in Abschnitt 14.2 des Skripts beschrieben und 16sen zuerst die
homogene Gleichung

y/// _ 2y// + 4y/ — O

Diese hat als charakteristisches Polynom p(T') = T3 — 272 + 4T mit Nullstellen
T'=0,T3=1=% iv/3. Somit ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

Yhom = C1 + C2€” cos(V/3x) + cze” sin(V/3x)

fiir beliebige ¢y, co,c3 € R. Nun bendtigen wir noch eine partikuldre Losung der
inhomogenen Gleichung

y/// _ 2y// + 4?/, — re®.

Da der Faktor 1 im Exponent der rechten Seite keine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist, eignet sich dafiir der Ansatz

Yot = (A + B)e”
fiir noch zu bestimmende Parameter A, B € R. Die Ableitungen von g, sind

Ypare = (AT + A+ B)e”,
ygart = (Az + 2A + B)e",
Ypart = (Az +3A + B)e”.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt
(Az +3A+ B)e® — 2(Az + 24 + B)e® + 4(Azx + A+ B)e® = we
<= 3Aze" + (3A+ 3B)e” = ze”,

und durch Koeffizientenvergleich finden wir A = 1/3 und B = —1/3. Eine partiku-
ldare Losung ist also gegeben durch

1
Ypart = g(% —1)e”

und durch Addition zu allgemeinen Losung der homogenen Gleichung finden wir die
allgemeine Losung

. 1
Y = Yhom T Ypart = €1 + C2€” cos(\/§x) + cze” s1n(\/§x) + g(x —1)e®

fiir beliebige ¢y, co, c3 € R.

Siehe nichstes Blatt!



2.

a)

b)

Wir leiten die Substitutionsgleichung v = x /¢ mit der Quotientenregel nach ¢
ab. So erhalten wir unter Verwendung der Differentialgleichung fiir  und der
Identitit « = tu die Differentialgleichung

L tt—ax  ti—tx P+a® P4+’ 1+’
e

fiir u. Durch Separation der Variablen erhalten wir unter Beachtung der Anfangs-

bedingung u(1) = z(1)/1 =1

u(t) 1 t 1
/ 5 du = / —dt
u(1) 1+u 1 t

<= arctan(u(t)) — arctan(1) = log|t|
< u(t) = tan(log|t| + 7/4),

also nach Riicksubstitution

x(t) = ttan(log|t| + 7/4).
Diese Losung strebt fiir t 7 e™/* gegen oo und fiir ¢ \, e >™/4 gegen —o0. Die

maximale Losung des Anfangswertproblems ist daher gegeben durch

z: (734 et 5 R, t— ttan(log(t) 4+ w/4).

Durch Separation der Variablen und die Substitution u = e” erhalten wir

z(t) 1 t
/ dx—/ 1dt
0) I—e” 0

<= / du=t
1 — u
_1/u+1/(1 )
u(t)
<— 1 —log(2) =t
8| T ) 0g(2)
u(t) = 2¢!.
1 — u(t)

Aufgrund des Startwerts u(0) = 2 ist die linke Seite gleich u(t)/(u(t) — 1).
Auflosen nach u(t) und Riicksubstitution ergibt dann

2¢t
)=
ult) = ger 1
2¢ .
— z(t) = log< ) =t —log(2e" — 1) + log(2).
2et —1
Diese Losung strebt fiir ¢ N\, log(1/2) = —log(2) gegen oo. Die maximale

Losung des Anfangswertproblems ist daher gegeben durch

z: (—log(2),00) = R, t — t —log(2e’ — 1) + log(2).

Bitte wenden!



3.

4.

In der Notation des Beweises des Satzes von Picard-Lindelof ist im vorliegenden
Beispiel f(x,y) = 22 — 24/|y| und (z¢, o) = (0,0). Die Picard-Iteration ist daher
gegeben durch 3® = 0 und

@ = [ (2= 2l a

fiir n > 1. Fur n = 1 erhalten wir also

yD(z) = / 2t dt = 2?
0

und folglich fiirn =2und z > 0

y(Z)(a:):/ (2t —2/T) at 0.
0

N——————
=0

Dies bedeutet, dass auf [0, 00) die zweite Iterierte y® mit 3 iibereinstimmt. Da
fiir > 0 der Wert von y™*Y(z) durch die Funktion f und die Werte 3™ () fiir
0 <t < z bestimmt ist, folgt hieraus auf [0, o) allgemeiner y"*2 = 4™ fiir jedes
n € Ny, und wir finden fiir x > 0

Yy (x) =

0, n gerade,
2%, n ungerade.

In keiner Umgebung von 0 kann die Picard-Iteration also punktweise konvergieren.
Dies widerspricht nicht dem Beweis des Satzes von Picard—Lindelof, da die Funktion
f in keiner Umgebung von (0, 0) Lipschitz-stetig im Ort ist (vgl. Aufgabe 3b) von
Serie 6 der Analysis I).

e (ii) = (iii): Hier ist nichts zu zeigen.

e (iii)) = (1): Sind 4, ..., z,, linear abhiingig, so sind per Definition der Vek-
torraumstruktur auf der Menge aller Abbildungen von I nach R" fiir jedes ¢t € [
auch x1(t), ..., zn,(t) linear abhéngig.

e (i) = (ii): Wir setzen U = I x R"™ und definieren die Funktion f: U — R"
durch f(t,x) = A(t)z. Dann existiert aufgrund der Stetigkeit von A fiir jedes
to € I eine Umgebung V' C [ von %, auf der die Operatornorm || A(-)||op (bzgl.
der Norm |||/, auf R™) beschrinkt ist. Mit M = sup,c || A(t)]op gilt dann fiir
t € V und beliebige x1, 5, € R"

1F (1) = F(t 22)llo = [[A@) (21 = 22)[[oc < M[21 = 5|,

was die lokale Lipschitz-Stetigkeit von f im Ort nachweist. Nach dem Satz von
Picard-Lindel6f (Theorem 14.23) besitzt die Differentialgleichung & = A(t)z

Siehe nachstes Blatt!



fiir jede Wahl von (o, xy) € U also eine eindeutig bestimmte maximale Losung
mit z(ty) = xo und Graph in U.

Nehmen wir nun an x1(tg), . . . , T, (to) seien fiir ein ¢y € I linear abhéngig. Dann
existieren Koeffizienten ¢4, ..., ¢,, € R, von denen nicht alle verschwinden, mit

Cll’l(to) + -+ Cm$m(t[)) =0.

Es folgt, dass sowohl ¢z + - - - 4+ ¢, @, als auch die konstante Nullfunktion auf
I das Anfangswertproblem

&= A(t)x, z(ty) = 0,

l6sen. Da wir zuvor jedoch argumentiert haben, dass diese Losung eindeutig ist,
impliziert dies

iy + -+ G, =0,

und x4, ..., T, sind als linear abhiingig nachgewiesen.

5. a) (I) Aufgrund der Identitit (CBC~!)* = CB*C~! und der Stetigkeit der Matrix-
multiplikation gilt per Definition des Matrixexponentials

exp(CBC™Y) = Z%(CBC 1)k
k=0
_ S 1 1
—Zk.C %

o

(Eir)

Il
Q Q

(IT) Siehe Abschnitt 14.3.2 des Skripts.
(IIT) Da die Konvergenz der Reihe in der Definition des Matrixexponentials dqui-

Bitte wenden!



valenterweise komponentenweise verstanden werden kann, gilt

k

Bl 0o 1 Bl
eXp . :Zk_ ..
B,] k=0 B,
so(”
k=0 k! . Bf
Yo wBY
w0 wBY
exp(B1)
exp(B;)

(IV) Berechnet man explizit einige Potenzen der Matrix J;, so sieht man, dass
die mit Einsen gefiillte Nebendiagonale immer weiter nach oben wandert, bis
sie bei der d-ten Potenz génzlich verschwindet. (Formal zeigt man dies z.B.
indem man per Induktion nach k£ > 0 beweist, dass fiir 7,5 € {1,...,d} mit
J <i-+k—1stets (JF):; = 0 gilt.) Es gilt also J¢ = 0,4, und demnach

o0

exp(Jyt) = Z Z

b) Die Vorgangsweise ist wie folgt: Als Erstes fithrt man A iiber in die Jordansche

Normalform. Dies liefert Zahlen \{,..., A\, € Cund dy,...,d, € N und eine
Matrix C' € GL,,(C) mit

M1y, + Ty,
A=C ct
MNlg, + Ja,

Unter Verwendung der Aussagen (I), (IT) und (III) aus a) folgt dann

e’ exp(Ja,t)
exp(At) = C c,
N exp(Ji )

und die Teilmatrizen in der mittleren Blockmatrix kdnnen aufgrund von a)(IV)
in einer endlichen Rechnung bestimmt werden.

Siehe nachstes Blatt!



¢) Die Transformation der Matrix A in Jordansche Normalform ist Gegenstand der
linearen Algebra; wir geben hier nur das Resultat an: Es gilt A = C BC~! fiir die

Matrizen
21 0 1 01
B=10 2 0 und C=111 0
00 —1 0 01
Wir erhalten also
2t
eXp(At) _ C (e eXp(th) et) C—l
1 0 1 e?t te?t 0 1 0 —1
=[1 10 0 e* 0 -1 1 1
0 0 1 0 0 et 0 0 1
(L—t)e*  te*  (t—1)e +e
= —te® (t+1)e* te?t
0 0 et

6. Aus Proposition 9.86 wissen wir, dass der Raum C'([0, 1]) versehen mit der Supre-
mumsnorm ||| vollstindig ist. Wir betrachten auf C'([0,1]) nun die Abbildung T
definiert durch

Tﬂwzgu»5414ﬂww

fir f € C([0,1]) und z € [0,1]. Dann ist T" eine wohldefinierte Abbildung von
C'([0,1]) nach C([0,1]), da g als stetig vorausgesetzt und das Integral als Funktion
der oberen Grenze nach dem Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung
(Theorem 8.2) sogar differenzierbar ist. Die Behauptung ist, dass 7" eine Lipschitz-
Kontraktion ist. Zum Nachweis berechnen wir fiir f, fo € C([0,1]) und = € [0, 1]

/Oz e "fi(t)dt — /Om e ' fy(t) dt‘

sélﬂﬁw—mmw

T fi(z) = Tfa2)] =

1
SéetMM—ﬁM
=1 —eNfi = falloos

sodass sich nach Supremumsbildung iiber = € [0, 1] die Ungleichung

HTfl - Tf?”oo S (1 - e_l)”fl - fQHOO

Bitte wenden!



ergibt. Wegen 1 — e~! < 1 ist T also tatsichlich eine Lipschitz-Kontraktion. Der

Banachsche Fixpunktsatz (Satz 9.54) sichert nun die Existenz eines (eindeutig be-
stimmten) Fixpunktes f € C([0, 1]) von 7', und gemiss Definition von 7" ist dies die
gesuchte Funktion.



