Priifung Analysis

1. Teil: Rechnungen

1. a) [1 Punkt] Berechnen Sie das unbestimmte Integral [ m—lge_%dx.

Mittels der Substitution ¢ = —% (womit dt = ;—de) erhilt man

1
/2e_idx:/etdt:et+C:e_»}v+C.
x

b) [1 Punkt] Berechnen Sie das Integral fo% xsin(2018x)dzx.

Mit partieller Integration erhilt man
2

2m
/ 2sin(20182)da = [ — g cos(2018x) |27 + 2018/ cos(2018z)dx
0
= [~ go c0s(20182)] 2" = — 5he2m cos(2018 - 2)
=2 _ T
2018 —  1009°

¢) [1 Punkt] Berechnen Sie das Integral f ——-—dz mit Partialbruchzerlegung.

Es gilt
1 1
1 1 _ -3 1
2—x—-2 (x+1)(x-2) z+1 -2
Somit ist
/ L g 1/ L 1 Lloglz 414 tlog |z — 2|+ C
————dz =3 x=—zlog|x =log |z —
22 —x—2 x+1 x-2 3798 3708
2
1
=3l C.
og +1‘+

23

d) [1 Punki] Berechnen Sie den Grenzwert limg\ 0 =

Es gilt nach der Regel von de 1I’Hopital

I 3 I 372 i 372
1m = 111m = im —
N0 ¢ — sin(z) cos(z)  2\0 1 —cos(z)? +sin(z)?  2\0 2sin(z)?

3. x \° 3
=—(lm —— ) =-.
2 \z\0 sin(z) 2

e) [1 Punkt] Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe ) > | 3™\/nz".
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Der Konvergenzradius R erfiillt

1 n . 1
i limsup {/3"/n = 3limsup {/n? =3

n—o0 n—o0

und somit R = %

2. [3 Punkte] Berechnen Sie die Taylor-Approximation 3-ter Ordnung der Funktion
(z,y) — (z +y) cos(2z)

um den Ursprung (0, 0)".

Die Taylor-Reihe von cos um den Ursprung ist durch

— 2n 2 4

T T T
= 1" =]1—-——=4 —+4...
cos(z) ;( ) 2 7 ot
und demnach
42
cos(2:z):1—%—#...:1—2%2—#...

Fiir die gegebene Funktion ergibt sich also
(x 4+ y) cos(2z) = (x—i—y)(l — 222 —1—)
=x4+y—225 -2z + ...

Alternativ (!) ldsst sich obige Taylor-Approximation mittels Berechnung einiger
Ableitungen erhalten. Es gilt fiir f(x,y) = (x + y) cos(2z)

D3 f = —8cos(2x) — 4cos(2z) + 8(x + y) sin(2z)
= —12cos(2z) + 8(z + y) sin(2x)
0,0y f = —2sin(2x)
920, f = —4cos(2z)
f=00f=0,0,f=0.
und bei (0, 0)

£(0,0) =0, 9,.£(0,0) =1, 9,£(0,0) = 1, d2£(0,0) = 0, 9,9, £(0,0) =0
2£(0,0) = —12, 929, £(0,0) = —4.
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Somit ist nach dem Satz von Taylor

(x+y)cos(2z) =z +y+ %(—12)3@3 + ﬁ(—él):ﬂy + ...
=z+y— 225 — 2z + ...

3. [3 Punkte] Losen Sie das Anfangswertproblem

y =2y +sin(z), y(0)=3.

Die allgemeine Losung ist y, = ¢?*. Fiir die partikulire Losung kann man entweder
nach Variation der Konstanten das Integral [ sin(z)e™?*dx berechnen oder den
Ansatz y, = A; sin(x) + A cos(x) wihlen. Mit dem Ansatz ergibt sich

y, = Ay cos(x) — Agsin(z) = 2A; sin(z) 4 245 cos(z) + sin(z)

und damit die Gleichungen A; = 245 und —As = 2A; + 1. Esist somit A; = —%
und Ay = —%. Die Losung der Differentialgleichung ist also von der Form

y(z) = Ce 2 — %sin(x) - %cos(a:)

fir C' € R. Mit dem Anfangswert ergibt sich C' = % + % = 1—70.

4. [5 Punkte] Berechnen Sie das Flussintegral [, f - dn des Vektorfelds

flz,y,2) = (—1: + sin(z)a?, —2zysin(z) + e~ 27" 50@) cog <(xf;;§’+l> — z2>
durch die Fliiche S = {(z,y,2) € R®: (x + 1) + y* + 22 = 1}.
Wir berechnen die Divergenz
div(f) = (= 1+ 2sin(z)z) 4+ (— 2zsin(z)) + (- 22) = -1 — 2z.
Sei B der von S eingeschlossene Ball. Nach dem Divergenzsatz ist
/f-dn:/ div(f)dvol = / (=1 —2z)dvol(x, y, 2).
s B B

Da B symmetrisch ist beziiglich der Spiegelung (z,y,z) — (x,y,—=z) und die
Abbildung (z,y, z) — z beziiglich dieser Spiegelung das Vorzeichen wechselt, ist

/ (—2z) dvol(z,y, z) = 0.
B
Somit ist

/Sf ~dn = /B(—l —2z)dvol(z,y, z) = —/ ldvol = —vol(B) = —3.

B
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5. [6 Punkte] Finden Sie den achsenparallelen Quader () im Einheitsball mit Eckpunk-
ten auf der Sphire {(z,y,z) € R : 22 + y? + 2% = 1}, fiir welchen das Integral
Jo @?dvol(z, y, z) maximal wird.

Fiir einen Quader Q = [—a, a] x [~b, b] x [—¢, ¢] mit a, b, ¢ > 0 mit a®+b?+c% = 1
berechnen wir

/Qx2dvol(a:,y,z) = (26)(2())/ dr = %a?’bc.

—a

Wir maximieren also die Funktion (a, b, ¢) +— abc iiber die Einheitssphire. Fiir die
Lagrange-Funktion

L(a,b,c,\) = a®bc — Na® +b* + 2 —1).

16sen wir also

9oL = 3a%bc — 2a) = 0, (D)
oL = a®c —2bA =0, )
9L =a®b—2eA=0 3)

sowie a® 4+ b? + ¢ = 1. Da a # 0 ist (sonst wire das Integral iiber den entspre-
chenden Quader Null), gilt 3abc — 2\ = 0 oder in anderen Worten

A= %abc.
Die Gleichungen (2), (3) ergeben somit
ade = 20\ = 3b%ac, a®b = 3abc?
oder dquivalenterweise

a’® = 3b*® = 3%

Einsetzen in a® + b*> + 2 = 1 ergibt 562 = 1, das heisst, b = % und somit
c=b= % und a = % Der gesuchte Quader ist also
_[_V3 V3 1 1 1 1
Q_[ \/57\/5]X[ 5 5}X[ 5’ 5]'
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2. Teil: Anwendung der Theorie

6. [5 Punkte] Sei (X, d) ein metrischer Raum.

7.

a) [1 Punkt] Definieren Sie den Begriff von Cauchy-Folgen und den Begriff der
Vollstiandigkeit fiir X.

Eine Cauchy-Folge (), in X ist eine Folge, fiir die fiir alle ¢ > 0 ein N € N
mit d(xy,, ) < € fir alle n,m > N existiert. Der metrische Raum X ist
vollstindig, falls jede Cauchy-Folge konvergent ist.

b) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass eine Cauchy-Folge in X genau dann konvergent ist,
wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzt.

Sei (zy,), eine Cauchy-Folge. Falls (z,,), konvergiert, besitzt (z,,), sicherlich
eine konvergente Teilfolge. Sei nun (z,, ) eine konvergente Teilfolge mit Grenz-
wert x von (x,,); wir wollen zeigen, dass (z,,), gegen = konvergiert. Sei ¢ > 0
und sei N € N mit d(zp, ) < € fur alle n,m > N. Weiter sei K € N mit
d(xp,,r) < efiralle k > K. Sei M = max{N,ng} und sei k& € N mit
ng > M. Firn > M gilt
d(xn, z) < d(zn, 2, ) + d(@p,, ) < 2,

womit (), gegen x konvergiert.

¢) |2 Punkte] Angenommen X ist folgenkompakt. Zeigen Sie, dass X vollstindig

1st.

Sei (zy,), eine Cauchy-Folge in X . Da X folgenkompakt ist, besitzt (z,,), eine
konvergente Teilfolge, womit (zy,),, nach b) konvergieren muss.

a) [1 Punkt] Formulieren Sie den Integraltest fiir Reihen.

Sei f : [1,00) — R>( eine monoton fallende Funktion. Dann gilt

S [T @< fo.
n=2 1 n=1

Insbesondere konvergiert die Reihe > > ;| f(n) genau dann, wenn das unei-
gentliche Integral floo f(x)dz konvergiert. Dies gilt analog fiir Integrale der
Form [ f(z)dz fir N € N.

b) [5 Punkte] Verwenden Sie den Beweis des Integraltests, um zu zeigen, dass die
Asymptotik

Z%:Nﬁﬂ?(l)

fir N — oo gilt, oder in anderen Worten, dass |2\/N — Zivzl \/iﬁ‘ durch eine
von /N unabhiingige Konstante beschrénkt ist.
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Firn € Nund z € [n,n + 1] gilt -=— < -L < -1 Insbesondere ist fiir

Vnt+l — Vz vn
neN
1 n+1 1 1
< —dx < —
vn+17— /n Vo T \/n
Nach Summation iiber n bis zu N — 1 fiir N > 2
Nz—l 1 Nl eng1 N-1 oy
< / —dx < R —
n=1 V n+1 n=1"“" \/E n=1 n

oder in anderen Worten

JE N N-1 oy N
sowie
N N
nzln—m/ﬁ_nz;ﬁ—z\/N+1<—1

womit die Aussage bewiesen ist.

8. [4 Punkte] Sei f : R — R eine glatte Funktion mit Ableitung f* > c fiir eine Kon-
stante ¢ > 0.

a) (2 Punkte| Zeigen Sie, dass f bijektiv ist.

Da f' > ¢ > 0Oist, ist f nach einem Resultat aus der Vorlesung strikt monoton
wachsend. Insbesondere ist f injektiv. Wir behaupten nun, dass lim,_,~, f(z) =
oo und analoges fiir v — —oo. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir 1 < 29

fxa) = f(x1) = f'(&) (w2 — 21) > c(w2 — 71)

wobei £ € (x1,x2). Fiir z2 — oo und festes =1 (respektive fiir x; — —oo und
festes z9) folgt damit die behauptete Aussage.

Sei nun y € R. Nach obiger Behauptung gibt es x1,x2 € R mit f(z;) < y <
f(x2). Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein = € (x1,x2) mit f(z) = y.
Die Funktion f ist somit surjektiv.

b) [2 Punkte|] Zeigen Sie, dass f ein C'-Diffeomorphismus ist.
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Nach dem Umkehrsatz ist f ~! differenzierbar (da f’ # 0 iiberall) und es gilt fiir
yeR

Da die Funktion f~! differenzierbar ist, ist sie auch stetig. Alternativ lsst sich
auch der Umkehrsatz anwenden, da f, wie in a) bewiesen, strikt monoton wach-
send ist. Nach obiger Formel lisst sich (f ') als Verkniipfung stetiger Funktio-
nen darstellen, also ist (f 1)’ auch stetig.

9. [5 Punkte] Sein € N, sei U C R" eine offene Teilmenge und sei f : U — R" eine
stetig differenzierbare Funktion. Zeigen Sie: Falls fiir alle € U das Differential D,, f
invertierbar ist, dann nimmt die Funktion

zeUm [If(@); €R

kein Maximum an.

Seig:z e Uwrs ||f(2)|3 € R.

VARIANTE 1: Nach dem Satz der inversen Funktion ist f ein C'*-Diffeomorphismus.
Insbesondere ist f(U) offen. Wir nehmen nun per Widerspruch an, dass die Funk-
tion g ein Maximum bei ¢y € U annimmt. Sei yo = f(xo). Nach obigem gibt es
ein > 0 mit B,(yo) C f(U). Insbesondere ist

yzyo+myo€f(U),

da |y —yoll < m\\yoH < r.Seix € Umit f(x) = y. Es gilt nun aber

1F@) = (14 sgzp) lwoll > lisoll = 11 (o)l

was der Wahl von zg widerspricht. Dies beweist die Aussage.

VARIANTE 2: Wir berechnen zuerst die Richtungsableitungen von g. Sei v € R".
Dann gilt fir x € U

0ug(z) = 8u(f7) (@) + ... + Du(f7)(2)
=20, f1(2) f1(x) + . .. + 20u fu(2) fu(2)
= 2(0uf(z), f(x)) = 2(Da f(v), f(2)),

wobei aus der Vorlesung bekannt ist, dass 0, f () = Dy f(v).

Wir nehmen nun per Widerspruch an, dass die Funktion g ein Maximum bei x¢ € U
annimmt. Dann gilt d,g(z¢) = 0 fiir alle v € R™. Es gilt jedoch, dass D, f
invertierbar ist, womit ein v mit D, f(v) = f(x) existiert. Nach obigem ist also
Owg(x) = 2(f(z), f(z)) = 0. Also ist f konstant gleich Null. Dies widerspricht
jedoch der Invertierbarkeit von D, f.

Bitte wenden!



3. Teil: Theorie aus der Vorlesung

10. a) [1 Punkt] Sei D C R eine Teilmenge und seien fi, fo : D — R stetig. Zeigen
Sie, dass f; + fo : D — R stetig ist.
Sei zg € D und sei e > 0. Wihle 01, 5 > 0 wie in der Definition der Stetigkeit
fiir f resp. fo. Sei 6 = min{d1,d2} > 0. Dann ist fiir x € D mit |z — o] < 0

[(f1+ f2)(@) = (fr + fo)(@o)| < [f1(@) = fi(wo)| + [f2(@) — fa(w0)] < 26,
also ist f stetig bei xg. Die Aussage folgt, da xg beliebig war.

b) [1 Punkt] Finden Sie zwei reelle Folgen (ay, ), (b, ), mit

lim sup(a, + b,) # limsup a,, + lim sup b,.

n—oo n—o0 n—o0

Seien firn € N

0 — 1 falls n gerade _ 1 falls n ungerade
" | —1 fallsnungerade > " | —1 fallsn gerade

Dann ist lim sup,,_,,, a, = limsup,,_,,, b, = 1. Weiter ist a,, + b, = 0 fiir
alle n € N. Insbesondere ist limsup,,_,..(an + b,) = 0, womit die Folgen
(an)n, (by)n die gewiinschte Eigenschaft haben.

¢) [1 Punkt] Definieren Sie den Begriff der Konservativitiit fiir stetige Vektorfelder
auf Gebieten im R".

Sei U C R"™ ein Gebietund f : U — R" ein stetiges Vektorfeld. Dann heisst f
konservativ, falls Wegintegrale des Vektorfelds f nur von Anfangs- und End-
punkt abhingen. Genauer formuliert, falls fiir alle stiickweise stetig differen-
zierbaren Wege vy : [a,b] — U und 7 : [d/,0'] — U mit y(a) = n(a’) und

v(b) = n(b) gilt
/Vf-ds:/nf'ds.

d) [1 Punkt] Sei M C R™ eine Teilmannigfaltigkeit und sei p € M. Definieren Sie
den Tangentialraum von M bei p.

Der Tangentialraum von M bei p ist durch
T,M = {(p,7'(0)) | v: (—€,€) — M differenzierbar mit v(0) = p}
definiert.

e) [1 Punkt] Erkldren Sie kurz in 1-2 Sétzen, wie der Satz von Green (Rotations-
satz in der Ebene) aus dem Divergenzsatz folgt. Betrachten Sie dazu ein stetig
differenzierbares Vektorfeld f auf einer offenen Teilmenge U C R2.
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Der Divergenzsatz lisst sich auf das Vektorfeld g = R™!f fiir die Rotations-
matrix R zum 90 Grad Winkel anwenden, um den Satz von Green zu erhal-
ten. In der Tat ist mit dieser Wahl von g sowohl div(g) = rot(f) als auch

faBg'dn:fan'dS'

11. [4 Punkte| Sei [a, b] ein kompaktes Intervall mit Endpunkten a < b und sei (f,,),, eine
Folge Riemann-integrierbarer Funktionen von [a, b] nach R. Beweisen Sie: Falls die
Funktionenfolge gleichmissig gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert, ist f
Riemann-integrierbar und es gilt

b b
/ f(z)dz = lim [ f,(x)dz.

n—o0 a

Sei € > 0. Dann gibtes ein N mit f —e < f,, < f+efurallen > N.Da f,
nach Annahme Riemann-integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen u, o auf [a, b]

mit u < f,, < ound f:(u—o)dfc<e. Daraus folgt, dass
t=u—e<fp—e<f<fnte<ote=o0
ist und
b b
/(6—&)dx:/(0—u)dx+26(b—a)<e(2b—2a+1)

ist. Da € > 0 beliebig war, folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f.

Fiir die zweite Aussage sei wiederum e > Ound N € N, sodass f—e < f,, < f+e
fiir alle n > N gilt. Aus der Monotonie des Riemann-Integrals folgt nun

/abfdx—f(b—a)=/ab(f—6)dw
< [haws [+ 0w

b
:/ fdz +€(b—a),

‘/:fda:—/abfndx

dquivalent ist. Dies beweist die Formel.

was zu

<eb—a)
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12. [5 Punkte] Sei [a,b] C R ein Intervall mit Endpunkten @ < bundsei f : [a,b] = R
eine Riemann-integrierbare Funktion, die bei xo € (a, b) stetig ist. Zeigen Sie, dass

F:x€la,b r—>/ f(&)de
bei z, differenzierbar ist und F'(x¢) = f(xo) erfillt.

Sei xg € [a, b]. Wir mochten zeigen, dass F bei z¢ differenzierbar ist und F”(x¢) =
f(zo) gilt. Sei € > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit

[f(x) = flzo)| <€

fir alle x € (xg — 0,29 + 0) N [a, b]. Wir verwenden dies nun in Kombination mit
der Dreiecks-Ungleichung fiir das Riemann-Integral und der Intervalladditivitit des
Riemann-Integrals, um die Aussage zu zeigen. Fiir z € (zg, 29+ 6) N [a,b] \ {zo}
gilt

— |-t / " ()dt — f(ao)

T — X

1 z 1 z
= - / 0 f(wo)dt'
1

_ [ uw- f(fvo))dt‘

T = L0 Jaq
! /I\f(t) f(ao)ldt < — / dat
— € = €.
z0 0 T X — X zo

T — T
Analog gilt fiir x € (xg — 0, z9) N [a,b] \ {zo}, dass

IN

o)~ Flao | [Pl =P,
T —Zo o — T
-| 5 [ - o
< l,ol_m /x F() — Flao)|dt < e.

F(z)—F(zo) _ #(

Da e > 0 beliebig war, beweist dies lim,_, Fr—

Satz.

xo) und damit den

13. [6 Punkte] Im Folgenden soll ein wichtiges Lemma fiir den Beweis der mehrdimen-
sionalen Substitutionsregel bewiesen werden. Sei ¢ > 0 und sei Qg = [/, ¢|" C R"
ein Wiirfel um Null. Sei X D (), eine offene Obermenge und sei

®: X = O(X)C R
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ein Diffeomorphismus mit ®(0) = 0 und Dy® = I,. Sei ¢ > 0 so gewihlt, dass
|(D,® — I,,)v||2 < ol|v||2 fiir alle z € Qp und v € R”™. Angenommen s = o/n < 1.
Das Ziel ist zu zeigen, dass

(1= 5)Qo C (Qo)-
Dazu sei zu y € (1 — s5)Qp die Abbildung F), : x € Qg — y — (®(z) — x) gegeben.
a) [1 Punkt] Begriinden Sie, wieso ein x € )y mit F,(x) = = gesucht ist.
Gibt es ein € Qo mit F}(x) = z, so ist nach Definition von F,
r=y— (P(x) —x)=y—P(x)+2x
oder in anderen Worten y = ®(z), womit y im Bild von ® liegt wie gewiinscht.

b) [2 Punkte] Beweisen Sie die Abschitzung

[(@(z2) — 22) — (P(21) — @1)[l2 < 0|22 — 242

fiir alle x1, x5 € Q.

Nach dem Fundamentalsatz und der Kettenregel gilt fiir alle x1, x2 € Qg

P(22) — O(z1) = /Ol(Dx1+t(x2x1)‘1’)($2 — x1)dt
und somit nach der Dreiecksungleichung fiir Integrale
[(@(22) — x2) — (B(21) — 21) |2
_ /01 | Dty @ = 1) (2 ml)Hth
< ollzz — @12
¢) [1 Punkt] Verwenden Sie b) um zu zeigen, dass F;, die Ungleichung
1, @) < £

fiir alle x € Qg erfiillt und insbesondere () auf (), abbildet.
Nach Teil b) ist fiir z € Qg

[@(z) — 2[loo < [|®(2) — ]2 < ollzll2 < ov/nl2]l00 < ¢
und somit

1Ey (@)oo < N1y (2) = ylloo + 19lloo
= [|®(2) = @[l + [[ylloo
<sl+4(1—s)t ="
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d) [2 Punkte] Schliessen Sie auf die gewiinschte Aussage.

Fiir 21, 29 € Qg gilt nach Teil b)

[ Fy(z1) — Fy(x2)ll2 = [(®(z1) — 21) — (P(22) — 22)||2
<oz — z2l2.

Da o < s < 1ist, ist die Abbildung F), eine Lipschitz-Kontraktion (wohldefi-
niert nach ¢)) und besitzt also einen Fixpunkt nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz. Nach Teil a) ist dies, was wir zeigen wollten.

Viel Erfolg!



