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1. Es sei λ das Lebesgue-Mass auf Rn und es sei f ∈ Lp(Rn) wobei 1 ≤ p < +∞. Zeige∫
Rn

|f(x+ h)− f(x)|p dλ→ 0 mit h→ 0.

2. Beweise: Gilt in einem reellen normierten Vektorraum (V, ‖·‖) die Parallelogrammgleichung

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 für alle x, y ∈ V,

so ist V ein Prähilbertraum, d.h. die Norm wird von einem Skalarprodukt erzeugt.

Hinweis: Definiere 〈x, y〉 := 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
für alle x, y ∈ V .

3. Es sei (X,A, µ) ein endlicher Massraum. Sei M(X,A) der Vektorraum der messbaren reell-
wertigen Funktionen auf X und N(X,A, µ) der Unterraum der fast überall verschwindenden
Funktionen.

Wir betrachten den Quotientenraum [M ] :=M(X,A)/N(X,A, µ). Zeige:

a) Die Funktion d : [M ]× [M ]→ [0,+∞) gegeben durch

d([f ], [g]) :=

∫
X

|f − g|
1 + |f − g|

dµ

ist wohldefiniert und ist eine Metrik auf [M ].

b) Es gilt d([fn], [f ])→ 0 mit n→ +∞ genau dann, wenn fn → f mit n→ +∞ im Mass.

c) Der Raum ([M ], d) ist vollständig.

d) Die Multiplikation [M ] × [M ] → [M ] gegeben durch ([f ], [g]) 7→ [fg] ist wohldefiniert
und stetig bezüglich d.

Hinweis: Verwende fngn − fg = (fn − f)(gn − g) + (fn − f)g + f(gn − g).

Bitte wenden!



4. Es sei λ ein reellwertiges Mass auf einer σ-Algebra A. Für E ∈ A definiere

µ(E) := sup
{ N∑

i=1

|λ(Ei)| : N ≥ 1 und (Ei)i=1,...,N ist eine Partition von E
}
.

Beweise oder widerlege ob µ = |λ|.


